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Abstract

This thesis presents a new Explorative-PSO (EPSO) algorithm for optimizing a given
objective function, which is disturbed by an unknown factor. Vector fields are chosen to
represent these disturbance factors and are inspired by nature structures. The proposed
method is a modified version of the Particle Swarm Optimization (PSO) algorithm that
additionally considers the correction of the forces caused by the selected vector fields to
find the optimal solution. Furthermore the EPSO works with a multiswarm. Thus the
executable tasks to find the global minimum can be separated and assigned on different
swarms. The results show that the EPSO is able to optimize with an unknown disturbance
factor. Moreover, it shows that some of the used vector fields have a positive impact on
finding an optimal solution.

The proposed approach works as follows: The algorithm EPSO uses two swarms with
different tasks. One of the swarms is responsible for the exploration of the environment and
the creation of a map of the visited positions in the search space. The latter communicates
in a parallelized process with the exploration swarm to recieve the collected information
of the created map. This map is used by the optimizer swarm to adjust the particle velocity
in each iteration and to cancel out the disturbance factor.
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1 Einleitung

1.1 Einfiihrung

In der Informatik kénnen komplexe Probleme mithilfe von verschiedensten Konzepten
gelost werden. Ein Bereich in der Informatik beschiftigt sich mit der Losung solcher Proble-
me durch selbst organisierende Systeme, die auf biologischer oder natiirlicher Intelligenz
beruhen und als intelligente Systeme bezeichnet werden. Die Schwarmintelligenz oder
die kollektive Intelligenz wird von natiirlichen Schwéarmen und Kolonien inspiriert, denn
diese unterliegen gewissen Gesetzmafligkeiten. So versuchen die Individuen innerhalb
eines Schwarmes stets bei der Gruppe zu bleiben, Aufgaben innerhalb der Gruppe zu
verteilen oder der Gruppenbewegung zu folgen. Die Interaktion von Agenten oder Indi-
viduen innerhalb eines Schwarmes und der Austausch von Informationen erzeugen ein
problemldsendes System [Eng07].

Einer der Vorteile von Schwédrmen oder Kolonien ist die Flexibilitdt und somit die An-
passung an die stetig verdndernde Umgebung. Des Weiteren ist die Robustheit durch
viele Individuen innerhalb einer Kolonie gegeben, sodass einzelne Individuen, die ihre
Aufgabe nicht ausfiihren oder erfiillen kdénnen, von der Kolonie aufgefangen werden
und trotzdem problemlos funktionieren konnen. Ein weiterer wichtiger Vorteil sind die
kognitiven Fahigkeiten eines Individuums einer Kolonie. Diese sind begrenzt und Folgen
einfachen Regeln, wodurch eine einfache abstrakte Implementierung moglich wird [EB99].
In dieser Arbeit werden mehrere Schwirme genutzt, um die Aufgabe einer Optimierung
durchzufiihren. Die Umgebung ist fiir die Individuen des Schwarmes unbekannt. Hier-
tiir werden die bevorstehenden Aufgaben auf zwei Schwéarme verteilt. Dabei muss die
Umgebung erkundet und gleichzeitig in einem parallelen Vorgang die vorgegebene Fit-
nessfunktion optimiert werden. Die Schwierigkeit hierbei ist es, die Optimierung in einem
unbekannten Suchfeld durchzufiihren, wobei die Schwiarme durch statische Windfelder

gestort werden. Eine stindige Kommunikation beider Schwiarme ist notwendig, um die
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gesammelten Informationen des erkundeten Umfelds zu nutzen und die Geschwindigkeit

der Individuen im Optimierungsverfahren zu korrigieren.

1.2 Motivation

Fiir die Verwendung von Drohnen in Situationen, die gefahrlich sind fiir den Menschen,
wie zum Beispiel bei Bergungsaktionen in Naturkatastrophengebiete oder Stérungen bei
Nuklearreaktoren, ist eine prézise Steuerung der Drohne notwendig. Ein optimales Szena-
rio wire eine vollautomatisierte Steuerung der Drohnen ohne menschlichen Eingriff. Doch
fiir eine automatisierte Steuerung sind viele unbekannte Storfaktoren im Einsatzgebiet
vorhanden, wie zum Beispiel Wind. Errechnete meteorologische Wetterkarten konnten im
Vorfeld genutzt werden, um unbekannte Gebiete zu erkunden, jedoch konnen sich diese
Wetterkarten unerwartet &ndern und die Agenten zum Sturz bringen, wodurch erhebliche
Kosten bei der Reparatur oder durch einen Neukauf entstehen. Die Moglichkeit einen
Storfaktor in einem unbekannten Gebiet auszugleichen, konnte zu einem Fortschritt beim
Einsatz von Drohnen fiihren.

Ein weiteres Problem aus der realen Welt ist der begrenzte Energiespeicher von Drohnen.
Bei den oben genannten Storfaktoren kann die Bewegung der Drohne ineffizient sein,
wenn sie sich zum Beispiel gegen den Wind fortbewegt. Eine Mafinahme wire es, einen
glinstigeren Pfad auszuwdihlen, der eventuell linger zum Zielpunkt ist, aber durch die
Nutzung des Windes mehr Energie einsparen wiirde.

Des Weiteren wird in der Robotik-Theorie die Partikelschwarmoptimierung fiir komplexe
mehrdimensionale Probleme genutzt, um gegebene Funktionen zu optimieren. Hierbei
kann es sinnvoll sein, Wind als Storfaktor zu verwenden, wenn zum Beispiel die Zielfunk-
tion viele lokale Minima besitzt. Der Wind kénnte den verwendeten Schwarm aus den
lokalen Minima tragen und dabei helfen eine bessere Losung zu finden.

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Simulation der obigen genannten Szenarien. Dabei
werden zwei Probleme genauer untersucht und evaluiert. Das erste Problem beschéftigt
sich damit, ob es moglich ist, dass ein Schwarm in einer unbekannten Umgebung mithilfe
der Partikelschwarmoptimierung das Minimum finden kann bei gegebener Zielfunktion,
wenn dieser Schwarm von Storfaktoren, wie zum Beispiel Wind, beeinflusst wird. Das
zweite Problem besteht darin, ob ein Vektorfeld dem Optimierungsverfahren und den

Partikeln helfen kann, eine bessere Losung zu finden.
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1.3 Struktur der Arbeit

In dieser Arbeit wird zunédchst in auf die Schwarmtheorie und die dazugeho-
rigen grundlegenden Formeln und Konzepte eingegangen, die im Kapitel [Kapitel 3| bei
der Umsetzung des Konzeptes notwendig sind. In wird das Konzept und die
Ideen der Arbeit, die umgesetzt worden sind, vorgestellt und erklédrt. Das darauffolgende
beschreibt die Umsetzung und die Implementierung der Visualisierung des
Algorithmus im Detail. Hier werden auch die erzeugten Diagramme erldutert, die fiir
die Evaluation notwendig sind. Das [Kapitel 5| beinhaltet die Beschreibung der getesteten
Optimierungsfunktionen sowie die Evaluierung der Simulationsergebnisse fiir jede ein-
zelne Optimierungsfunktion. Im letzten Kapitel werden die Erkenntnisse dieser Arbeit
zusammengefasst, offene Probleme erldutert und Verbesserungen dargestellt und erklart.
Zum Schluss wird ein Ausblick gegeben auf zukiinftige Aufgaben- und Problemstellun-

gen.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden wichtige Grundlagen und Konzepte vorgestellt, die essentiell
fiir diese wissenschaftliche Arbeit sind. Im Abschnitt[2.1|wird die Partikelschwarmoptimie-
rung eingefiihrt. Dabei wird auf die Implementierungsweise des Verfahrens eingegangen
mit der grundlegenden Bewegungsgleichung sowie einige Anwendungsgebiete der Parti-
kelschwarmoptimierung vorgestellt. Die Einfiithrung in zweidimensionale Vektorfelder
wird im Abschnitt 2.2|dargestellt. Diese Vektorfelder nehmen in spéteren Kapiteln der Ar-
beit eine besondere Rollen ein. Weiter im Abschnitt2.3{wird die Interpolation vorgestellt.
Dieses Werkzeug dient zum Beispiel dazu aus unvollstindigen Daten, ein kontinuier-
liches Spektrum von Daten zu erzeugen. Im letzten Abschnitt 2.4) wird der Stand der
Forschung vorgestellt, wodurch diese Arbeit in einen wissenschaftlichen Kontext gebracht

wird.

2.1 Partikelschwarmoptimierung (PSO)

2.1.1 Grundziige des PSO-Verfahrens

Die Partikelschwarmoptimierung, im Weiteren abgekiirzt als PSO bezeichnet, ist ein na-
turanaloges Optimierungsverfahren. Dies bedeutet, dass die Funktion des Algorithmus
von biologischen Strukturen, wie Vogel- oder Fischschwdrmen, inspiriert ist [KEO1]. Der
Algorithmus wurde erstmals im Jahr 1995 von Russel Eberhart und James Kennedy vor-
gestellt [EK95]. Diese Art von Optimierung gehort zu dem Bereich der Metaheuristiken.
Stochastische Optimierungsverfahren werden als Metaheuristiken bezeichnet, da sie ein
gewisses Mafs an Zufilligkeit benotigen, um eine moglichst genaue, oder auch optimale
Losung zu finden. Diese Art von Optimierungsverfahren hat ein weites Anwendungs-

gebiet. Metaheuristiken sind im Gegensatz zu problemspezifischen Heuristiken, die nur
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auf ein bestimmtes Optimierungsproblem angewendet werden konnen, allgemeiner. Sie
definieren eine abstrakte Reihenfolge von ausfiihrbaren Schritten, die in der Theorie auf
beliebige Problemstellungen angewandt werden konnen. Metaheuristiken konnen bei
Problemen angewendet werden, bei denen kein effizienter Losungsalgorithmus bekannt
ist. Durch eine Fitnessfunktion, die vorgegeben werden muss, um die gefundene Losung
zu bewerten, versucht der PSO durch die Bewegung von Partikeln, die einer Schwarmpo-
pulation angehoren, eine anndhernd oder optimale Losung zu finden. Dabei reprasentiert
jedes Partikel eine mogliche Losung [Luk13]].

Die praktische Anwendung der Partikelschwarmoptimierung findet in vielen Bereichen
statt, wie in der kiinstlichen Intelligenz bei der Erzeugung von Strukturen von kiinstlichen
neuronalen Netzen oder auch bei der Wahl von Gewichtungen der Neuronen. Weite-
re Bereiche sind zum Beispiel die Abschédtzung von Ladezustidnden von Batterien oder
aber auch die Uberwachung elektrischer Leistung und Spannungen von Stormnetzen
[GP11, KEPQ9]. In der Theorie kann die Partikelschwarmoptimierung fiir viele Probleme
angewendet werden. Bekannte Beispiele hierfiir sind das Problem des Handlungsreisen-
den, auf Englisch "Traveling Salesman Problem" oder das Rucksackproblem, auf Englisch
"Knapsack Problem" [Cle06b].

2.1.2 PSO-Algorithmus und die Bewegungsgleichung

Die Partikelschwarmoptimierung verwendet einen Schwarm aus Partikeln. Die Partikel
bewegen sich durch den Suchraum, wobei ihre Position durch die gesammelten Informa-
tionen der Nachbarn und der eigenen Erfahrungen beeinflusst wird. Jedes Partikel i in der
Optimierung hat eine Position X;j(#) € R" im Suchraum zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢,
wobei t in diesem Fall diskrete Zeitzustande beschreibt. Des Weiteren wird die Position
eines Partikels durch eine hinzuaddierte Geschwindigkeit 7; (¢ + 1) verandert. So folgt die

Position zum nédchsten Zeitpunkt:

fi(t + 1) = fi(i') + ”(71(1’ + 1). (2.1)

Die Geschwindigkeit der einzelnen Partikel wird wie folgt berechnet:

Ui(t +1) = wti(t) + ¢1(Fi — Xi(t)) + P2(Fg — Xi(t)). (2.2)
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Die grundlegende Bewegunsgleichung setzt sich aus drei Komponenten zusammen. Der
erste Term beschreibt die Bewegung des Partikels i.

w@}(t) (2.3)

Dabei ist w > 0 und beschreibt den Tragheitsfaktor. Dieser Tragheitsfaktor gewichtet
die vorherige Geschwindigkeit 7;(t) vom Partikel fiir die ndchste Aktualisierung der
Geschwindigkeit. Kleine Werte fiir den Tragheitsfaktor wirken sich auf eine lokalere Suche
aus, grofiere hingegen auf eine globalere Suche des Schwarmes.

Der mittlere Term entspricht der kognitiven Komponente:

¢1(pi — %i(t)) (2.4)

pi € R" reprdsentiert die beste erreichte Position des i-ten Partikels zur Zeit t und ent-
spricht in der Optimierung dem minimalen Funktionswert in Bezug auf die schon besuch-
ten Punkte des Partikels. Dieser Wert wird auch als "local best" bezeichnet. Der letzte Term

beschreibt die soziale Komponente:

$2(Pg — %i(t)) (2.5)

Die Komponente pg € R" reprisentiert die beste Position innerhalb des Schwarms und
wird auch als "global best" bezeichnet. Ein Schwarm hat die Grofle N und der Index i lauft
von i bis N [KEO01].
Die Parameter ¢; und ¢, dienen zur Gewichtung der kognitiven und sozialen Kom-
ponente der Bewegungsgleichung. Die Gewichtungen ¢; und ¢, sind Produkte zweier
Faktoren:

¢$1 = c1 * Ry, (2.6)

472 = (Cp * Rz. (27)

Die Faktoren c; und ¢ sind konstante Parameter, die auch als Beschleunigungskoeffizi-
enten bezeichnet werden. Die Faktoren R; und R; sind zuféllige Zahlen, die einem Wert aus
einer Gleichverteilung im Bereich [0, 1] zugeschrieben werden [GP11].

Die Abbildung [2.1| veranschaulicht die Berechnung der Bewegung eines Partikels fiir
einen Zeitschritt t und t + 1. Die Vektoren, die in die Berechnung mit eingehen, sind

die vorherige Geschwindigkeit, die kognitive und die soziale Komponente. f; entspricht
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hierbei dem "global best", also der besten besuchten Position innerhalb des Schwarms von
allen Partikeln und p; oder auch "local best" beschreibt die beste Position des jeweiligen

einzelnen Partikels.

X(t+1)

new velocity social velocity

inertia velocity

cognitive velocity

RONEE

P,
°
social velocity X(t+2)
i/%el:{)tcieilty new velocity
X(t+1)

cognitive velocity

EOR

(a) Time Step ¢

x

(b) Time Step ¢t + 1

Abbildung 2.1: PSO-Bewegung eines Partikels

Im Allgemeinen wird der grundlegende PSO-Algorithmus wie in[Ijimplementiert. In jeder
Iteration wird fiir jedes Partikel kontrolliert, ob dieses ein neues lokales Optimum oder
auch ein besseres globales Optimum gefunden hat. Falls dies der Fall ist wird p; oder p,
erneuert. Des Weiteren wird die Position und Geschwindigkeit von den Partikeln mit den

vorherigen vorgestellten Gleichungen aktualisiert [Eng07].
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Algorithmus 1 gbest PSO
Erzeugung und Initialisierung eines n-dimensionalen Schwarms der Grofie N;
for Fiir jedes Partikeli =1, ..., N do
Aktualisierung der personlichen besten Position

if f(%) < f(7) then

Aktualisierung der globalen besten Position
if £(7) < f(7) then
Pg = Pi
end if
end for
for Fiir jedes Partikeli =1, ..., N do
Aktualisiere die Geschwindigkeit mit der|Gleichung 2.2|
Aktualisiere die Position mit der|Gleichung 2.1|
end for

2.1.3 Randbehandlung

Es gibt unterschiedliche Randbehandlungen fiir die Partikelschwarmoptimierung, um zu
verhindern, dass einzelne Partikel den Suchraum verlassen oder sich neu positionieren,
falls dieser Fall eintreten wiirde. In diesem Abschnitt werden drei Strategien und zugeho-

rige Konzepte vorgestellt [SHM13]|.

1. Andern der Aktualisierung der lokalen/globalen besten Position von Partikeln

Die einfachste Variante mit Partikeln umzugehen, die den Suchraum verlassen, ist das
Problem zu ignorieren. Die Geschwindigkeit und Position wird nicht angepasst. Die Parti-
kel konnen den Suchraum verlassen, aber werden nicht mehr in Betracht gezogen fiir die
globale beste, beziehungsweise fiir die lokale beste Position. Die Berechnung wird hierbei

tibersprungen, da diese Partikel einen hohen Fitnesswert haben [BKO07].

2. Position der Partikel verindern

Die zweite Strategie befasst sich mit der Repositionierung der Partikel, wenn diese den
Suchraum verlassen. Die erste Methode "Nearest" 2| setzt Partikel, die den Suchraum
verlassen haben auf den Rand des Suchraumes zuriick. Die Berechnung sieht wie folgt aus
und ist fiir jede Dimension i durchzufiihren:
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Algorithmus 2 Nearest

// Uberschreitung der Grenze Xj max
if Xi,t+1 > Xi,max then

Xli,t+1 = Xi,max
end if
// Unterschreitung der Grenze Xj min
if Xit+1 < Ximin then

X'it41 = Ximin
end if

Die Pbest Methode ist eine weitere Methode, um unzuldssige Partikel zu behandeln. Diese
unzuldssigen Partikel werden in dieser Methode beim Verlassen des Suchraumes auf die
beste besuchte Position des jeweiligen Partikels zurtickgesetzt [SMWO06].

Des Weiteren gibt es die Methode, die die ungiiltigen Partikel in den Suchraum spiegelt,
beziehungsweise reflektiert. Diese Methode wird als "Reflect'3|bezeichnet und kann wie

im folgenden Algorithmus berechnet werden.

Algorithmus 3 Reflect

// Uberschreitung der Grenze Xmax
if X117 > Xmax then

Xlt+1 - Xmax - (Xt+1 - Xmax)
end if
/ / Unterschreitung der Grenze X; min
if X171 < Xuin then

X/t+l = Xmin + (Xmin - Xt+1)
end if

In der |Abbildung 2.2l werden alle drei Varianten in einem zweidimensionalem Such-

raum dargestellt, die zur Repositionierung von Partikeln dienen, wenn die Partikel den

Suchraum verlassen.

Diese Varianten repositionieren nur die Partikel, die Geschwindigkeit wird nicht verdndert.
Wenn die Geschwindigkeit der Partikel nicht betrachtet wird, konnen diese Partikel im
ndchsten Iterationsschritt wieder den Suchraum verlassen, da die Partikelgeschwindigkeit
in dieselbe Richtung unverdndert bleibt. Um dies zu verhindern wird auch die Geschwin-
digkeit der repositionierten Partikel aktualisiert und verdandert [SHO9].

Drei dieser Varianten, fiir die Veranderung der Geschwindigkeit, werden nun kurz An-
hand der Methode "Nearest" in|Abbildung 2.3| visualisiert und erldutert.

In|Abbildung 2.3|sind drei mogliche Anpassungen fiir die Partikel zu sehen, die mit der
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| '
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Abbildung 2.2: Methoden zur Repositionierung von Partikeln
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Abbildung 2.3: Anpassung der Partikelgeschwindigkeit

Methode "Nearest" auf den Rand des Suchraumes zuriickgesetzt werden, wenn diese

den Suchraum verlassen. In |[Abbildung 2.3(a)| wird die Geschwindigkeit des Partikels

auf 0 reduziert. Die Aktualisierung der Geschwindigkeit im nadchsten Iterationsschritt ist
Vitr1 = 0.
In|Abbildung 2.3(b)|wird die Geschwindigkeit, die beim Verlassen des Suchraumes vor-

handen ist, umgekehrt und das Partikel wird wieder in den Suchraum gelenkt.

In der letzten |Abbildung 2.3(c), erhélt das ungiiltige Partikel eine neue zuféllige Geschwin-

digkeit, die das Partikel zurtick in den Suchraum bewegt.

3. Verhindern von ungiiltigen Bereichen

Die dritte Strategie, um ungiiltige Partikel zu behandeln, ist das Verlassen des Suchraumes
zu verhindern. Dabei wird die Geschwindigkeit der Partikel angepasst, sodass diese immer
im Suchraum bleiben und dadurch auch die Geschwindigkeit nicht mehr im Nachhinein

angepasst werden muss. Eine Methode, die diese Strategie nutzt, ist die hyperbolische Me-
thode und wird auch als "hyperbolic' ] bezeichnet [Cle06al.

10



2 Grundlagen

Abbildung 2.4: Hyperbolische Methode

In [Abbildung 2.4/ wird die hyperbolische Methode dargestellt. Das Partikel bleibt im

giiltigen Suchraum, durch die Normalisierung der neuen Geschwindikeit V1, die wie

im Folgenden berechnet wird.

Algorithmus 4 Hyperbolic
if Vi1 > 0 then

V-
_ it+1
Vi,t+1 - Vl t+1
1+ £
| Xi,rr1ax7Xi,’f
else .
_ it+1
Vi,t+1 - Vi t+1
1+ AL N,
| Xt Xi,min |
end if

Je ndher das Partikel sich zum Rand bewegt, desto geringer wird die Geschwindig-
keit, wodurch verhindert wird, dass das Partikel gar nicht erst den Rand erreichen
kann.

2.2 2D-Vektorfelder

Vektorfelder konnen im Allgemeinen physikalische Grofien beschreiben, wie zum Beispiel
die Starke und Richtung eines Magnetfeldes oder der Gravitation, aber auch Bewegungs-

fliisse von Personen in einem Einkaufszentrum. In dieser Arbeit werden unterschiedliche

11
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2D-Vektorfelder erzeugt, die moglichst reale und vereinfachte Winde aus der Natur dar-
stellen sollen. Diese Vektorfelder dienen als Storfaktoren des PSO-Algorithmus.

Ein zweidimensionales Vektorfeld entspricht einer Abbildung, die jedem Punkt (x,y)
einen Vekter 7 in dem Definitionsbereich zuweist. Dies wird mathematisch in der analyti-

schen Schreibweise wie folgt beschrieben :
7:DCR*>—>R? (2.8)

(x,y) = T(x,y) = 5(x,y) = (““"”) . 29)
o(x,y)

7

Die Darstellung des Vektofeldes in|Gleichung 2.9|ist in der Komponentenschreibweise
dargestellt [Hof16, Oli13].

Ublicherweise sind diskrete Daten vorhanden wofiir die folgende Schreibweise gilt:

(x,y) — @ = <0X> i€ 0,...,N].[KurlZ] (2.10)
Uy

In der folgenden|Abbildung 2.5werden grundlegende und unterschiedliche Vektorfelder

vorgestellt, die in dieser Arbeit untersucht werden. Die ausgesuchten Vektorfelder repra-

sentieren moglichst vereinfachte Strukturen von realen Windkarten.

In|Abbildung 2.5(a)|wird ein lineares Vekorfeld dargestellt, welches als "Cross" bezeichnet

wird. Das Vektorfeld wird in dieser Form beschrieben:

X

3(x,y) = (y ) 2.11)

Das Vektorfeld ist so aufgebaut, dass der Wind von der linken oberen und der rechten
unteren Ecke in die linke untere und rechte obere Ecke stromt. Dabei wird der Punkt [0, 0]

umstromdt.

Die |Abbildung 2.5(b)|beschreibt das Vektorfeld "Rotation". Es ist ein zirkuldres Vektorfeld,

welches die Rotation um den Ursprung darstellt. Die mathematische Beschreibung ist wie

12
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folgt festgelegt:
(x,y) = (_y ) 2.12)

In [Abbildung 2.5(c)| wird das Vektorfeld mit dem Namen "Sheared" gezeigt. Hier ver-

lauft die Stromung von Innen in einer um den Uhrzeigersinn rotierenden Bewegung

nach Aufien, je weiter diese Vektoren vom Ursprung entfernt sind. Die Beschreibung des

i(x,y) = (x ;_ y). (2.13)

Vektorfeldes ist festgelegt mit:

Das Vektorfeld mit dem Namen "Wave" wird in|Abbildung 2.5(d)|dargestellt. Es besteht

aus den trigonometrischen Komponenten Sinus und Kosinus und der Wind verlduft hier

von oben nach unten in einer wellenartigen Bewegung. Das Vektorfeld sieht wie folgt aus:

7= (o tr ) 219

Die|Abbildung 2.5(e)|ist ein Vektorfeld, welches einem Tornado dhnelt und wird auch als

"Tornado" bezeichnet. Die Stromung verlduft in einer rotierenden Bewegung von Aufien

nach Innen. Die mathematische Beschreibung sieht wie folgt aus:

i(x,y) = (—x B y). (2.15)

X

Diese vorgestellen Vektorfelder werden fiir den Algorithmus, der in dieser Arbeit be-
schrieben wird, genutzt. Die unterschiedlichen Vektorfelder dienen hierbei als Storfel-
der und beinflussen den optimierenden Algorithmus. Dabei soll untersucht werden,
ob unterschiedliche Vektorfelder positive oder negative Auswirkungen auf das Opti-

mierungsverfahren haben. Die Beobachtungen werden in|[Unterabschnitt 5.2.4/beschrie-

ben.
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Abbildung 2.5: Beispiele fiir Vektorfelder
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2.3 Interpolation

Die Vektorfelder, welche in der Simulation verwendet werden, sind auf einem diskreten
und festgelegten Definitionsbereich definiert. Fiir die Verwendung von festen Vektordaten
auf einem reguldren Gitter mit gleichem Abstand, kann durch Interpolation der umliegen-

den Punkte, ein kontinuierliches Vektorfeld in einer bestimmten Region im definierten

Gitter berechnet werden. In |Abbildung 2.6|wird die bilineare Interpolation in einer qua-

dratischen Gitterzelle mit vier Gitterpunkten dargestellt. Der in dieser Arbeit entwickelte
Algorithmus wird in [Kapitel 3|im Detail beschrieben. Die Interpolation ist fiir den Algorith-
mus wichtig, als dass dieser in einem unbekannten Suchraum optimiert. Der Algorithmus
nutzt explorierende Partikel, die zu jeder Iteration die Informationen der Umgebung in
einer Informationsmatrix VMap abspeichern. Die gesammelten Informationen bestehen
aus Korrekturvektoren, die die Abweichung durch das Vektorfeld korrigieren. Die erhal-
tenen Informationen sind in Abhdngigkeit der durchlaufenen Iterationen unvollstindig
und werden Schritt fiir Schritt gesammelt. Um aus den unvollstindigen Informationen
Vektoren zu jeder Position berechnen zu kénnen wird die Interpolation benétigt.

Die in dieser Arbeit genutzte bilineare Interpolation ist eine Interpolation in zwei Rich-

y

Xij+1 Vije1 Xit+1,j+1

Y \ZT
v(xy)
Vij
Vit

Yj

Xi j Xj+1,j

X; Xi+1 X

Abbildung 2.6: Bilineare Interpolation eines Vektorfeldes

tungen. Sie wird entweder in x-Richtung und dann in y-Richtung oder erst in y- und
dann in x-Richtung durchgefiihrt. Die Berechnung eines beliebigen Vektors innerhalb einer

15



2 Grundlagen

Zelle aus vier benachbarten Gitterpunkten im Einheitsabstand von eins kann wie folgt
mathematisch beschrieben werden [Bus03, [Poz01, Thel6]:

Zundchst die Interpolation in die x-Richtung der unteren zwei Punkte und oberen zwei
Punkte:

Ux0 = (1 — 1) * Tij + t % Ui (2.16)

U1 = (1 —t) * Tijer + £ % Tispjn (2.17)

Und im Anschluss die Interpolation in y-Richtung, wobei die Ergebnisse aus|Gleichung 2.16|

und [Gleichung 2.17|genutzt werden:

Oxy = (1 —1t) % Uy +tx Tx1,t € [0,1] (2.18)

2.4 Stand der Forschung

Das Arbeitsfeld der Schwarmintelligenz ist breit gefachert [KEOQ1]. Ein Bestandteil des
Arbeitsfeldes ist die Losung von Problemen durch das Partikelschwarmoptmierungsver-
tahren [EK95| [Cle06b]. Da es kein optimales Verfahren gibt, hat auch dieser Algorithmus
Einschrankungen. So konnen die Partikel bei der Optimierung zum einen nicht optima-
le Losungen ermitteln, wenn sich der Schwarm in lokale Minima positioniert hat und
zum anderen konvergiert das Verfahren nur langsam. Des Weiteren spielt die Wahl der
Parameter beim PSO-Verfahren eine entscheidende Rolle fiir die Optimierung. Die Ge-
wichtungen des sozialen und kognitiven Terms ¢, wie im vorherigen Abschnitt vorgestellt,
sind nicht festgelegt und miissen zundchst gesetzt werden. Diese Einstellungen dieser
Parameter haben Einfluss auf das optimierende Verfahren [SSA13]]. Dadurch sind in der
Forschung viele verbesserte Varianten entstanden, die diese Probleme 16sen kdnnen, durch
zum Beispiel zeitabhdngige Verdnderungen von Termen der Bewegungsgleichung vom
PSO-Verfahren. In der Variante HPSO-TVAC ( Hierarchical Particle Swarm Optimization
With Time-varying Acceleration Coefficients) werden die Beschleunigungskoeffizienten
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der Bewegungsgleichung vom PSO-Verfahren zeitabhingig verdndert. Dadurch soll am
Anfang der Optimierung die Streuung der Partikel gesteuert werden und am Ende der
Optimierung die Konvergenz des Schwarmes im Optimum begiinstigen [AR04]. Weitere
Varianten des PSO-Verfahrens nutzen Storfaktoren, die die Losungen der Optmierung
beeinflussen. Ein Beispiel hierfiir ist die Forschungsarbeit [EZ11], die das Verfahren DDP-
SO(Declined Disturbance Index PSO) vorstellt. Wenn die Geschwindigkeit der Partikel bei
der Optimierung sich nicht mehr verdndert, wird ein Storfaktor genutzt um die Partikel
von ihrer Position zu verschieben. Die Ergebnisse zeigen, dass dadurch die Konvergenz des
Algorithmus verbessert wird und der Storfaktor dabei hilft lokale Minima zu verhindern.
In der Arbeit [W]09] wird die Lokalisierung von Geruchsquellen in einer dynamschine
Umgebung umgesetzt durch eine modifizierte Partikelschwarmoptimierung. Die Geruchs-
quellen repréasentieren chemische Stoffe, die durch einen Windfluss in den Suchraum
transportiert werden. Des Weiteren wird das PSO-Verfahren in einem fest definierten
Suchraum angewendet. Dabei konnen Partikel, durch zu hohe Geschwindigkeiten, den
Suchraum verlassen. Diese Partikel miissen bei der Optimierung behandelt werden. Eine
adaptive Anpassung der Geschwindigkeiten der Partikel, kann beim Erfolg des Verfahrens
entscheidend sein [SH09]]. In der Praxis werden hdufig multikriterielle Optimierungen
durchgefiihrt, dies bedeutet, dass ein Problem mit mehreren Zielen optimiert wird. Fiir die
Optmierung solcher Probleme werden auch mehrere Schwéarme genutzt, die zusammen
arbeiten. In der Arbeit [BB04] wird gezeigt, dass fiir mehrdimensionale Probleme und
einer sich verdnderten Umgebung die Losungen eines Multischwarmes tibertreffen die
Losungen eines einfachen Schwarmes. Die Forschungsarbeit [PH11] beschreibt die Auftei-
lung des Schwarmes in kleineren Schwérmen sowie die Aufteilung eines multikriteriellen
Problems in Subproblemen. Jedem dieser Subschwadrme wird ein Subproblem zugeteilt.

Im Bereich der Robotik ist die Erkundung von unbekannten Umgebungen ein schwieriges
Arbeitsfeld, zum Beispiel bei der Nutzung von mobilen Robotern in Katastrophenge-
bieten. Suchstrategien und Beschreibungen der Umgebungen miissen definiert werden,

um kollisionfreie Bewegung oder Pfadplanung von mobilen Robotern zu ermoglichen
[Lil6} Zhal3,/Gon11].
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3 Schwarmoptimierung in unbekannten
Vektorfeldern

In diesem Kapitel werden die umgesetzten Ideen des Algorithmus vorgestellt und erklart.
Die Grundidee besteht darin, dass die Partikelschwarmoptimierung in einem Vektorfeld
stattfindet. Dabei haben die Optimierungspartikel keine Information tiber den Storfak-

tor. Der Storfaktor wird durch einfache, statische zweidimensionale Vektorfelder, wie in

IAbschnitt 2.2l erldutert, reprasentiert. Das heifst, dass die Optimierung einer gegebenen

Zielfunktion in einer unbekannten Umgebung gelost werden muss.

Zunéchst werden in [Abschnitt 3.1/ Beschrankungen festgelegt, um dieses komplexe Pro-
blem zu vereinfachen. Weiter im wird der Suchraum definiert. Der Ansatz
des Algorithmus dieser Arbeit besteht aus der Erzeugung zweier Schwarme. Forschung-

arbeiten, die mehrere Schwarme nutzen, um ein Problem zu l6sen, bezeichnen mehrere
Schwiarme als einen Multischwarm. Der in dieser Arbeit entwickelte Algorithmus wird
als EPSO bezeichnet. Das E steht fiir "Explorative"-PSO und bezeichnet die zusitzliche
Erkundung des Suchraumes. Folgende Strategie wird bei diesem Verfahren verfolgt: Ein

Schwarm aus Individuen besteht aus explorierenden Partikeln, wie im |[Abschnitt 3.3|de-

tailliert dargestellt. Ein weitere Schwarm mit Individuen, welcher aus optimierenden

Partikeln besteht, wird in |[Abschnitt 3.4 genauer behandelt. Beide Schwarme kommuni-

zieren und tauschen Informationen iiber die gesammelte Umgebung aus, wahrend der
optimierende Schwarm diese Informationen nutzt, um die Position der Partikel zu korri-

gieren. Im wird die Funktion des Algorithmus VPSO, welcher zum Vergleich
dient, beschrieben und erklért. Das V steht fiir "Velocity".
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3.1 Einschrinkungen

Die Einschrankungen, die fiir die Entwicklung des Algorithmus notwendig waren, wer-
den in diesem Abschnitt erldutert. Zundchst findet die Optimierung des neu entwickelten
PSO-Verfahrens, im Folgenden auch als EPSO bezeichnet, nur im zweidimensionalen
Raum statt. Dadurch wird die Komplexitdt des Problems deutlich vermindert. Weitere
Mafsnahmen werden bei den explorierenden Partikeln festgelegt. Diese Partikel haben
keine Tragheit und keine weiteren Aufgaben, als dem Storfaktor zu folgen. Die Geschwin-
digkeit der explorierenden Partikenl ist normalisiert, sodass ihre Bewegung begrenzt ist,

um den Suchraum moglichst vollstindig zu untersuchen.

3.2 Beschreibung des Suchraumes

Der Suchraum ist in einem Definitionsbereich in x-Richtung und y-Richtung im Bereich
von [—15,15] definiert. Der diskretisierte Suchraum wird als Gitter beschrieben mit einem

Gitterabstand von eins.

3.3 Explorierende Partikel

Die Aufgabe des explorierenden Schwarms ist es, Informationen tiber den Storfaktor, also
den Wind, zu sammeln. Dieser Schwarm arbeitet mit dem im ndchsten Abschnitt im Detail
beschriebenen EPSO-Verfahren. Die Individuen des Schwarms haben keine komplexen
Regeln, die sie befolgen miissen. Sie werden am Start auf eine zuféllige Position im Such-
raum gesetzt und folgen dem Windfluss. Wie im [Abschnitt 3.1]erklart wurde, bewegen sich
die Partikel normalisiert. Dadurch wird ermdoglicht, dass die Partikel in ihrer Bewegung
keine Liicken aufweisen. Die Bewegungsinformationen tiber den Schwarm werden in
zwei Matrizen festgehalten. Beide Matrizen bilden eine Matrix aus Vektoren. In der einen
Matrix wird die x-Komponente und in der anderen die y-Komponente der Bewegung
gespeichert. Diese Matrizen werden weiter als VMap gekennzeichnet und reprasentieren
die gesammelten Informationen. Bei der Speicherung der Bewegung in der VMap wird
der normalisierte Wert zuriicktransformiert, um die echten Informationswerte zu erhalten.

Jeder dieser Informationswerte in der VMap Matrix entspricht einem Gitterpunkt des
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3 Schwarmoptimierung in unbekannten Vektorfeldern

definierten Suchraumes. Dadurch, dass der Suchraum diskret ist, konnen Informationen

innerhalb einer Gitterzelle durch Interpolation der Gitterpunkte berechnet werden, so wie

im |[Abschnitt 2.3|beschrieben. Dies ist notwendig, da in jeder Iteration mehr Informatio-

nen gesammelt werden und die VMap nicht vollstdndig ist und Liicken beinhaltet. Die
gesammelten Informationen werden mit dem optimierenden Schwarm ausgetauscht. Im
Folgenden wird der Algorithmus |5/ hierfiir dargestellt.

Algorithmus 5 Explorierende Partikel

for Fiir jedes Partikel do
Initialisiere Anfangsposition
end for
for Anzahl der Iterationen do
for Anzahl der Partikel i do
Berechnung des Windes aus dem Vektorfeld 7 (t + 1) = Tge1q(Xi(t))
Berechne neue Position Xj(t + 1) = X;(t) + 7;(t + 1)
Speicherung der Geschwindigkeit in der Informationsmatrix VMap
end for
Sende VMap an EPSO|f]
end for

3.4 Explorative-Partikelschwarmoptimierung (EPSO)

Die Bezeichnung EPSO steht fiir die explorative Partikelschwarmoptimierung. Die Aufga-
be des zweiten Schwarmes ist die Optimierung der gegebenen Zielfunktion. Beispiele fiir
die Zielfunktion konnen bekannte Testfunktionen sein, wie die sphédrische Funktion, die
"Rosenbrock-Funktion" und die "Ackley-Funktion". Die Berechnung des EPSO-Verfahrens
unterscheidet sich vom PSO-Verfahren insofern, als dass das Vektorfeld einen Einfluss auf

alle Partikel des Schwarmes hat. Die Optimierung erfolgt mit einem ausgewéhlten Vektor-

feld aus|[Abschnitt 2.2/ Die Partikel werden wahrend der Optimierung an ihrer Postion

durch einen Windvektor gestort. AuSerdem wird ein Korrekturwert a berechnet, um die
Position der Partikel zu korrigieren. Dabei wird in jeder Iteration die Informationsmatrix
VMap aus dem Algorithmus der explorierenden Partikel zum EPSO-Verfahren gesendet.
Der EPSO-Algorithmus wurde umgesetzt durch die Parallelisierung beider Schwérme.
Diese Parallelisierung der Aufgaben wird in|Abschnitt 4.4|behandelt. Der Algorithmus
des EPSO-Verfahrens6|sieht wie folgt aus:
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3 Schwarmoptimierung in unbekannten Vektorfeldern

Algorithmus 6 EPSO - mit Korrektur und Windeinfluss
for Fiir jedes Individium do
Initialisiere Anfangsposition und Anfangsgeschwindigkeit
end for
for Anzahl der Iterationen do
Empfange Matrix VMap aus Algorithmus
for Anzahl der Partikel do
// Berechne «
a(X;(t)) = Interpolation der Nachbarpunkte in VMap
// Geschwindigkeit aktualisieren
Gi(t+1) = wi (1) + 91 (ps — 5:(1)) + 2By — %i(1)) + Trata(F: (1)) — a(Z (1))
// Berechne neue Position
Xi(t+1) =x(t) + 6i(t+ 1)
end for
end for

Jeder Vektor in der Informationsmatrix VMap reprasentiert einen Korrekturwert einer
gegebenen Position fiir die Partikelgeschwindigkeit im EPSO-Verfahren. Dieser Wert
wird als « im Algorithmus bezeichnet. Um die Geschwindigkeit des Korrekturwertes
zu erhalten werden die umliegenden vier Nachbarpunkte von der Position des Partikels
genommen und in der Informationsmatrix VMap interpoliert. Die Interpolation wurde im
im Detail vorgestellt. Wenn keine Informationen enthalten sind, funktioniert
der Algorithmus weiter wie der normale PSO-Algorithmus nur mit der Beriicksichtigung

des Windes, da der Korrekturwert 0 wiére.

3.5 Einfithrung des VPSO-Verfahrens

Der Algorithmus|7| VPSO ist ein modifizierter PSO-Algorithmus. Das V steht fiir "velo-
city", also die Geschwindigkeit und soll die Berticksichtigung des Storfeldes andeuten.
Die Unterscheidung zum PSO-Verfahren liegt darin, dass bei der Berechnung der neu-
en Geschwindigkeit fiir die jeweiligen Partikel der Windvektor vom Vektorfeld an der
Position des Partikels hinzuaddiert wird. Damit wird das Vektorfeld berticksichtigt, aber
keine weiteren Mafinahmen ergriffen, um den Algorithmus zu verbessern. Dadurch ist
es moglich, einen Vergleich zum vorherigen vorgestellten EPSO-Verfahren zu erhalten
und zu sehen, wie der PSO-Algorithmus in einem Umfeld mit Storfaktoren arbeitet. Da-

durch wird natiirlich der VPSO-Algorithmus am schlechtesten optimieren kénnen, da
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3 Schwarmoptimierung in unbekannten Vektorfeldern

die richtige Optimierung gestort wird. Dennoch kénnen Informationen tiber das Storfeld
gesammelt werden, wenn zum Beispiel das Vektorfeld positive Auswirkungen auf die

Optimierung hat.

Algorithmus 7 VPSO - Beriicksichtigung des Vektorfeldes

for Fiir jedes Partikel do
Initialisiere Anfangsposition und Anfangsgeschwindigkeit
end for
for Anzahl der Iterationen do
for Anzahl der Partikel do
/ / Geschwindigkeit aktualisieren
Gi(t+1) = wti(t) + ¢1(Fi — Xi(t)) + p2(Pg — Xi(t)) + Tfiera (Xi(t))
// Berechne neue Position
Xi(t+1) =x(t) + 6 (t+ 1)
end for
end for
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In diesem Kapitel werden die implementierten Programme dargestellt und die einzelnen
Merkmale und Funktionen beschrieben und erldutert. Es wurde ein grafisches Userin-
terface erstellt, um den entwickelten Algorithmus bei der Optimierung zu visualisieren.
Auflierdem wird die Optimierung durch Diagramme unterstiitzt, die die Arbeitsweise
des Algorithmus darstellen. Die Diagramme und ihre unterstiitzende Funktion bei der
Visualisierung werden ebenfalls in den folgenden Abschnitten erkldrt. Die gleichzeitige
Darstellung der drei Algorithmen wird durch die Parallelisierung der Verfahren ermog-
licht. Die genaue Entwicklung wird in [Abschnitt 4.4/ beschrieben.

Als weiteres Programm wurde eine statistische Implementierung umgesetzt, die minimali-
siert wurde, sodass Bilder nicht mehr gerendert werden miissen. Des Weiteren wurde die
Berechnung mehrerer Parameter automatisiert. Dadurch konnten sehr viele Parameter des
EPSO-Algorithmus getestet werden. In der grafischen Implementierung und der statis-

tischen Implementierungen werden die Algorithmen PSO, EPSO und V PSO berechnet
und verglichen, die im vorgestellt wurden.

4.1 Programm

Fiir die Implementierung wurde die proprietire Software MATLAB 2016a benutzt. Die
Vorteile dieser Software sind die optimierten Funktionen fiir die Vektor- und Matrizen-
berechnungen, die bei der Partikelschwarmoptimierung genutzt werden [Matl7al]. Au-
lerdem kann die Software durch vom Hersteller bereitgestellte Toolboxen erweitert und
tiir spezifische Probleme individualisiert werden. Folgende Toolboxen wurden fiir die

Implementierung verwendet [Mat17bl]:

e Die statistische Toolbox “Statistics and Machine Learning Toolbox"
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4 Implementierung der Simulation

e Die Toolbox fiir die Parallelisierung von Prozessen "Parallel Computing Toolbox"

Weiter gibt es eine grofie Gemeinschaft fiir MATLAB, sodass viele Hilfen im Internet
vorhanden sind und erweiterte Funktionen durch Mitglieder bereitgestellt werden konnen.
Die Funktion export_fig, welche die Exportierung von zurechtgeschnitteten Vektorgrafiken

erlaubt, wurde in der Implementierung der Simulation verwendet [Alt09].

4.2 Grafisches Userinterface

4.2.1 Aufbau der Benutzeroberflaiche

In|Abbildung 4.1|ist die grafische Bedienoberflache dargestellt. Dort ist eine Momentauf-

nahme des ausgefiihrten Programms zu sehen. Auf der linken Seite, in einem isolierten
Bereich der Visualisierung, befinden sich mogliche Parametereinstellungen fiir die drei
Algorithmen PSO, EPSO und VPSO. Diese werden im [Unterabschnitt 4.2.8 beschrieben
und erldutert. In der Mitte des Programms befinden sich drei Diagramme mit unter-

schiedlichen Funktionen und Merkmalen. Das oberste Diagramm ist die Kombination

des Funktionsminima-Plots und des Bewusstseinsplots, welche im [Unterabschnitt 4.2.2|
und [Unterabschnitt 4.2.3| detailliert beschrieben werden und deren Funktion erklart wird.
Darunter folgt die Konvergenzrate der zu vergleichenden Algorithmen, die im
erklart wird. Im [Unterabschnitt 4.2.5 wird das Erkundungsdiagramm der
explorierenden Partikel des EPSO-Verfahrens dargestellt. Auf der rechten Seite des Pro-

gramms sind zwei grofiere Visualisierungen zu sehen. Das obere Diagramm ist die Visuali-

sierung des EPSO-Algorithmus und wird im [Unterabschnitt 4.2.6|beschrieben. Das darun-

ter folgende Diagramm stellt die drei Algorithmen im direkten Vergleich dar und wird im

[Unterabschnitt 4.2.7|beschrieben. Die grafische Bedienoberfldche kann genutzt werden, um

interessante Parametereinstellungen zu finden. Diese konnen dann im Statistik-Programm
genauer untersucht werden. Aufierdem kann die Funktionsweise des EPSO-Algorithmus
beobachtet werden. Die Visualisierung der Funktionsweise und die Unterstiitzung durch
die Diagramme konnen ein direktes Feedback geben.
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Abbildung 4.1: Aufbau der grafischen Oberfldche

4.2.2 Funktionsminima-Plot

Das Funktionsminima-Diagramm beinhaltet die Darstellung der besten Losungen in-
nerhalb einer Iteration der zu vergleichenden Algorithmen. Dadurch ist der Vergleich
der Losungen in jeder Iteration moglich. Dabei wird konkret nur auf die Iteration ge-
achtet, nicht aber auf die benotigte Zeit fiir jede Iteration. Die [Abbildung 4.2| stellt ein
Funktionsminima-Diagramm im Detail dar. Dabei wird das EPSO-Verfahren in schwarz,
das PSO-Verfahren in blau und das VPSO-Verfahren in rot gekennzeichnet. Die x-Achse
reprasentiert die Iterationen und die linke y-Achse, beschreibt die beste gefundene Losung
zur gegeben Iteration. Die rosa Line im Funktionsdiagramm stellt das Bewusstsein in der
rechten y-Achse des EPSO-Algorithmus dar und wird im ndchsten |[Unterabschnitt 4.2.3|

erklart.
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Abbildung 4.2: Funktionsminima-Diagramm in Kombination mit dem Bewusstseins-Plot

4.2.3 Bewusstseins-Plot

Das Bewusstseins-Diagramm, welches im vorherigen Abschnitt in|Abbildung 4.2|als ro-
sa Linie dargestellt wurde, beschreibt wie viele der Partikel des EPSO-Verfahrens eine
Korrektur der Partikelgeschwindigkeit durchgefiihrt haben. Eine Korrektur kann nur
berechnet werden, wenn die besuchte Position von explorierenden Partikeln erkundet
wurde. Dabei wird geschaut, ob an dem Punkt in der jeweiligen Position die interpolierte
Geschwindigkeit in der Informationsmatrix VMap nicht 0 war. Die Berechnung sieht wie

folgt aus
Der Wert « beschreibt den erfahrenen Korrekturwert des i-ten Partikels. #paware beschreibt

Algorithmus 8 Bewusstsein

for Anzahl der Iterationen do
for Anzahl der Partikel do
// Interpolation von « in VMap
if a(X;(t)) !=0 then
#Paware = #Paware + 1

end if
end for
/ /Berechnung des Bewusstseins vom Schwarm und Abspeicherung
awareness;; = Traware Ul
end for

die Anzahl der Partikel, die einen Korrekturwert erhalten haben und N ist die Schwarm-

grofie. In jeder Iteration wird awareness;; berechnet, also das Bewusstsein des Schwarmes
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in der jeweiligen Iteration.

4.2.4 Konvergenzrate

Die Konvergenzrate beschreibt, die Konvergenz des Schwarms in einem bestimmten
Punkt. Dieser Punkt ist ein lokales Minimum oder auch im optimalen Fall das globale
Minimum der gegebenen Zielfunktion. Zunichst wird Schwarmkonvergenz wie folgt
definiert[Sch15]:

Ein Schwarm S konvergiert, falls es fast sicher einen Punkt z gibt, bei dem die folgenden
zwei Bedingungen gelten:

(die Geschwindigkeit geht gegen null),

fiir jedes i € [1, ..., N] (jedes Partikel bewegt sich in Richtung z).

Fiir die Berechnung der Konvergenz wird die Varianz der Fitness benétigt, die wie folgt

2 I\l}é (%)2 4.1)

Hierbei reprasentiert N die Grofle des Schwarms der optimierenden Partikel, f; beschreibt

berechnet wird:

die Fitness des i-ten Partikels, fan die durchschnittliche Fitness des Schwarms einer
Iteration und f ist ein Normalisierungsfaktor um ¢ zu beschrinken und ergibt sich aus

folgender Berechnung;:

f=max {1, max {|fi — favg|} } ,i € [L, N]. (4.2)

Die Varianz o2 beschreibt die Konvergenz aller Partikel des Schwarms. Je kleiner der Wert,
desto besser ist die Konvergenz des Schwarms und dies bedeutet, dass alle Partikel sich
zu einem festen Punkt z im Suchraum bewegen. Wie im zweiten Punkt der beschriebenen

Definition der Schwarmkonvergenz [Iial3]].

Wie in[Abbildung 4.3|veranschaulicht, sind die Konvergenzraten der Algorithmen EPSO
(schwarz), PSO (blau) und VPSO (rot) gekennzeichnet. Das PSO-Verfahren ist in der 19.
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Abbildung 4.3: Konvergenzraten der untersuchten Algorithmen

Iteration konvergiert. Das EPSO-Verfahren konvergiert erst spéter, ca. in der 65. Iteration,
wihrend das VPSO-Verfahren gar nicht konvergiert.

4.2.5 Erkundungs-Plot

Das Erkundungs-Diagramm beschreibt, wie viel von der Umgebung schon erkundet wor-
den ist. Dabei werden die gesammelten Informationen von den explorierenden Partikeln
aus der Informationsmatrix VMap untersucht. Der Aufbau dieser Informationsmatrix
wurde in[Kapitel 3|beschrieben. Die x- und y-Komponenten sind in zwei unterschiedlichen
Matrizen abgespeichert. Fiir die Berechnung des Erkundungsdiagramms wird eine neue
Matrix konstruiert, die beide Matrizen in einer Matrix VMap.,,,.,;, vereinigt. Die Informa-

tionen, die nun in der Matrix VMap,,.;, vorhanden sind, sind die Lédngen der gespeicher-
ten Korrekturvektoren. Die Berechnung9]sieht wie folgt aus:

Algorithmus 9 VMapyjengn
for Anzahl der Matrixzeilen i do
for Anzahl der Matrixspalten j do
VMapvlength = \/VMapx<i/j)2 + VMapy(i/j)z
end for
end for

Beide Matrizen haben dieselbe Grofle. Fiir jeden Eintrag in den beiden Matrizen wird
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die euklidische Norm berechnet, da es sich hierbei um ein zweidimensionales Problem
handelt, ist diese der Satz von Pythagoras und kann daher einfach berechnet werden.

Berechnung der euklidischen Norm fiir n € R™:

Ix[|2 = 4/} [xi[? (4.3)
i=1

Die prozentual erkundete Umgebung wird in der folgenden Gleichung dargestellt. Da-
bei entspricht die Variable #k der Anzahl der Elemente in der Matrix VMapyjengin, die
nicht null sind. Der Nenner #el entspricht der Anzahl aller Elemente in der Matrix
VMapyength- Die Relation der beiden Werte entspricht der erkundeten Umgebung in
der jeweiligen Iteration. Das Ergebnis wird mit 100 multipliziert, um prozentuale Werte
zu erhalten.

#k

Y. i

explored_Area = i#zl * 100. (4.4)

el

j
=1

]

In der grafischen Bedienoberfldche wird der prozentuale Erkundungswert in einem ein-
fachen Graph, wie in |Abbildung 4.4| dargestellt. Die prozentual erkundete Umgebung
wird in Abhédngigkeit der durchgefiihrten Iterationen dargestellt. Der Vorteil bei dieser
Visualiserung des Erkundungswertes ist die wirkungsweise eines ausgewdhlten Vek-
torfeldes auf die Optimierung des EPSO-Verfahrens. Durch das Erkundungsdiagramm
kann beobachtet werden, inwiefern ein Vektorfeld bei der Erkundung des unbekannten
Suchraumes hilfreich sein kann. Die Anzahl explorierender Partikel hat einen grofSen

Einfluss auf die Suche. Eine grofle Anzahl der explorierender Partikel sammeln schneller
und mehr Informationen in kiirzerer Zeit. Das heifst, dass weniger Iterationen benétigt
werden. Um das Problem und die Kompelxitat jedoch realistisch zu halten, sind kleinere

Erkundungsschwérme von Interesse. In [Unterabschnitt 5.2.4 werden die Auswirkungen

und Einfliisse der genutzten Vektorfelder auf den explorierenden Schwarm beschrieben.
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Abbildung 4.4: Beispiel einer Erkundungskurve

4.2.6 Visualisierung der Optimierung des EPSO-Verfahrens

In |Abbildung 4.5|wird der arbeitende EPSO-Algorithmus in der grafischen Oberfldche

visualisiert. Der Algorithmus optimiert in einem definierten Bereich von x,y € [—15,15].

In der Darstellung wird die Matrix VMap,;,, ., mit einem Farbverlauf von lila zu gelb

abgebildet. So wie im [Unterabschnitt 4.2.5| die Berechnung der VMap,,,,, gth erklart wurde,

zeigt die farbige Darstellung die Lange der Korrekturvektoren aus der Informationsmatrix.
Eine dunkle Farbe bedeutet, dass kein Vektor oder nur ein sehr niedriger Wert vorhanden
ist. Je heller die Farbe, desto stiarker ist der Windvektor der Informationsmatrix. Eine nicht-
lila Darstellung bedeutet, dass diese Region von einem explorierenden Partikel erkundet
wurde und der Korrekturwert fiir diese Position vorhanden ist. Die farbige Darstellung
wird durch das vom Benutzer ausgewdhlte Vektorfeld tiberlagert. Die Langen der rosa
Pfeile entsprechen der Stirke des Windes und zeigen wie das Vektorfeld aufgebaut ist.
In diesem Fall ist es ein zirkuldres, statisches Vektorfeld. Die Windvektoren umkreisen
den Ursprung [0, 0]. Im oberen linken Bereich in schwarz gekennzeichnet ist der optimie-
rende Schwarm des EPSO-Algorithmus. Jede einzelne Scheibe repréasentiert hierbei ein

optimierendes Partikel des Optimierungsverfahrens. Die|Abbildung 4.4|entspricht hierbei

der Erkundungskurve fiir die ausgefiihrte Simulation. Ein grofier Bereich wurde erkundet,
sodass in der Enditeration die Umgebung zu ca. 85 Prozent erkundet worden ist. Dadurch
kann der Algorithmus hédufig Korrekturen durchfiihren und konvergiert fast im Minimum
an der Stelle [—10, 10].
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Abbildung 4.5: Veranschaulichung des EPSO-Verfahrens

4.2.7 Vergleich der Algorithmen

Die letzte Darstellung in der grafischen Bedienoberfldche ist die Veranschaulichung der
zu vergleichenden Algorithmen. In|Abbildung 4.6/ werden gleichzeitig die drei Algorith-
men PSO, EPSO und VPSO dargestellt. Die Farben Blau, Schwarz und Rot werden den
Algorithmen PSO, EPSO und VPSO zugeordnet. Diese Visualisierung ermoglicht den
Vergleich der Funktionsweise der untersuchten Algorithmen. Die Schwarmkonvergenz

der Algorithmen ist zu beobachten, aber auch wie gut die Optimierungsverfahren arbeiten.
Die Grafik erméglicht es, einen Uberblick der drei Algorithmen zu erhalten. Die Position
des globalen Minimums ist der Punkt [—10, 10]. Fiir dieses Beispiel wurde eine sphérische
Testfunktion genutzt und 100 Iterationen durchgefiihrt. In der Darstellung ist zu sehen,
dass der VPSO-Algorithmus sehr verstreut ist und sich weit vom Optimum befindet.
Der gegebene VPSO Schwarm kann nicht im Minimum kovergieren, da er permanent
durch das Vektorfeld gestort wird. Das EPSO-Verfahren konvergiert fast im Minimum,
jedoch befinden sich einige Partikel abseits des Optimums. Wahrenddessen ist der PSO-
Algorithmus innerhalb der Iterationsvorgaben fast im Minimumpunkt konvergiert, ohne

grofiere Abweichungen.
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Abbildung 4.6: Vergleich der Algorithmen bei der Optimierung

4.2.8 Einstellbare Parameter

Fiir die Visualisierung der Algorithmen stehen unterschiedliche Parameter zur Vefii-

gung. Die Liste gibt einen Uberblick iiber die Parameter, welche im Folgenden erklart
werden.

e Iterationen: i

o Geschwindigkeitsbegrenzung: v,y
o Schwarmgrofe: Nop:

e Beschleunigungskoeffzient: c

o Tragheitsfaktor: w

e Explorierende Partikel: N,y

e Vektorfelder: Vq, V5, V3, Vy, Vs

e Testfunktionen: F;, K, F3

Iterationen

Der Parameter gibt die Anzahl der Iterationen an, die fiir alle drei Algorithmen zu Verfii-
gung stehen, um das vorgegebene Problem zu optimieren.
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Geschwindigkeitsbegrenzung

Die Begrenzung der Geschwindigkeit ist ein Parameter, der die maximale Geschwindigkeit
der Partikel in der Optimierung begrenzt. Einige Vektorfelder konnen zu hohen Parti-
kelgeschwindigkeiten fiihren, sodass der EPSO- und VPSO-Algorithmus nicht in der
Storumgebung funktionieren. Die Begriindungen hierfiir und weitere Details werden im

Unterabschnitt 5.2.1|beschrieben.

Schwarmgrofse

Fiir alle drei Algorithmen kann die Schwarmgrofle der optimierenden Partikel ausgewéhlt
werden. Die Initialisierung des Schwarmes ist fiir alle drei Verfahren dieselbe. Das heift,
das zur ersten Iterationen alle Individuen der Algorithmen an denselben Positionen star-

ten, um einen Vergleich dieser Verfahren zu erhalten.

Beschleuningungskoeffizient
Der Beschleunigungsfaktor ist standardmaéfig auf 1 gesetzt, jedoch sind Werte im Bereich
[0, 1] moglich.

Tragheitsfaktor

Auch hier sind Werte im Bereich [0, 1] fiir den Tragheitsfaktor moglich. Fiir die Tragheit
bedeutet die Auswahl von niedrigen Werten, dass die vorherige Geschwindigkeit nur
einen geringen Einfluss beitragt, wobei hohe Werte eine stirkere Gewichtung auf die

vorherige Geschwindigkeit setzen.

Explorierende Partikel

Dieser Parameter ist ausschliefilich fiir das EPSO-Verfahren. Die Grofie gibt an, wie viele
Partikel zur Verfiigung stehen, um die Umgebung zu untersuchen. Je mehr Partikel ge-
wahlt werden, desto schneller konnen mehr Informationen in einem kiirzeren Zeitraum

gesammelt werden, dadurch steigt aber die Komplexitdt des Verfahrens.
Vektorfelder

Die Auswahl des Parameters legt das Storfeld fest, indem das EPSO- und V PSO-Verfahren
optimieren. Die im beschriebenen Vektorfelder stehen hierbei zur Auswahl.

Testfunktionen
Hier stehen insgesamt drei Testfunktionen zur Verfiigung: eine sphérische Funktion, die
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"Rosenbrock-Funktion" und die "Ackley-Funktion". Diese Testfunktionen definieren das
Problem, welches von den drei Algorithmen optimiert werden soll. Diese Funktionen und

insbesondere deren Schwierigkeiten werden im|Abschnitt 5.1|beschrieben.

4.3 Statistikprogramm

4.3.1 Funktionsweise

Fiir die Simulationsauswertung wurde ein Statistikprogramm entworfen. Es dient der Be-
rechnung und Auswertung mehrerer Simulationen sowie der Automatisierung des Berech-
nungsverfahrens. Dadurch konnen unterschiedlichste Parameter getestet und tiberpriift
werden. Die eingestellten Parameter werden standardmafsig in 100 Simulationsvorgangen

getestet und ausgewertet, um Ausreifler zu minimieren.

4.3.2 Erfolgsrate

Fiir die Berechnung der Erfolgsrate wird die Losung des optimierenden Algorithmus
betrachtet, welche als F bezeichnet wird. AufSerdem wird das Minimum der Funktion als
F* beschrieben. Die Simulation wird als Erfolg bewertet, wenn folgende Bedingung erfiillt
ist [YZL16]:

|[F* —F| <1%1072% (4.5)

Das bedeutet, dass eine fast optimale Losung gefunden wurde, falls dieser Wert kleiner als
0,01 ist.

4.3.3 Standardabweichung

Die Standardabweichung dient in dieser Arbeit der Analyse der erhaltenen Losungen der
Algorithmen. Sie beschreibt die Verteilung einer Zufallsvariable, in diesem Fall entspricht
die Zufallsvariable die besten gefundenen Losungen der ausgewerteten Simulationen. Die
Standardabweichung wird wie folgt definiert [DSS12]:
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4 Implementierung der Simulation

Eine Stichprobe x1, x7, ...x; mit n Elementen sei gegeben. Der empirische Mittelwert oder
auch Erwartungswert y entspricht dem Mittelwert der Stichproben:

3= % Z Xj. (4.6)

Die Standardabweichung ist die Wurzel aus der Varianz:

;= \/ % i_fl(xi Y @7)

4.3.4 Tabellenaufbau

Die durch das Statistikprogramm erzeugte Statistiktabelle wird in einem Excel-Dokument
abgespeichert. In dieser Tabelle werden unterschiedliche Parameter berechnet und festge-
halten. Im Folgenden wird eine aufgezeichnete fiir die Parameterwerte Fy, V5,
Nopt = 20, Nexpr = 80 und w = 0, 6 dargestellt:

Statistiktabelle
Algorithm | Time s | Sucees % | Worst | Mean | Best | Std | Area % | Aware %
EPSO 0,0396 95 0,0309 | 0,0019 | O |0,0041 | 79,09 91,92
PSO 0,0027 90 25,0648 [ 0,3990 | 0 | 2,6661 - -
VPSO 0,023 8 30,9383 [ 5,7366 | 0 | 6,1628 - -

Tabelle 4.1: Aufbau einer Statistiktabelle

In der [Tabelle 4.1 werden fiir jeden Algorithmus die Zeit, die Erfolgsrate, die schlechteste
gefundene Losung, die durchschnittliche Losung, die beste gefundene Losung und die
Standardabweichung berechnet. Die prozentual erkundete Umgebung sowie die Bewusst-
seinsrate wird nur fiir das EPSO-Verfahren ausgewertet. Fiir jede Auswertung werden 100
Simulationen durchgefiihrt. Die Zeit kann hierbei vernachldssigt werden. Die Erfolgsrate
beschreibt die Robustheit und die Standardabweichung die Stabilitdt der Optimierungs-

verfahren.
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4 Implementierung der Simulation

4.4 Parallelisierung

In|Abbildung 4.7|ist der vereinfachte Aufbau der Parallelisierung des EPSO-Algorithmus
in MATLAB dargestellt. Die Abbildung besteht aus einem Client und zwei Worker-

Prozessen, die mit dem Cllient kommunizieren. Die Aufgabe des Clients ist es, die Visuali-

sierung der Daten aus den Algorithmen in einer GUI darzustellen. Fiir die Visualisierung
und die Kommunikation zwischen Client und Worker wird ein spezielles Objekt aus MAT-
LAB bendotigt. Dieses heifst "Composite” und ist fiir den Transfer der erechneten Variablen,
die ausgetauscht werden miissen, zustandig. Jedem Prozess wird eine andere Aufgabe
zugeordnet. Der erste Prozess ist fiir die Erkundung des unbekannten Suchraumes zustan-
dig, der Zweite fiir die Schwarmoptimierung. Der Client startet zunédchst beide Prozesse,
Worker 1 und Worker 2. Der Algorithmus EPSO, sendet in jeder Iteration mithilfe der
Funktion “labsend()” aus der MATLAB Parallelisierungstoolbox die Informationsmatrix
VMap an den zweiten Prozess. Der Worker 2 nutzt die Informationen aus dem Worker1,
indem er die Funktion "labrecieve()" nutzt und kann so die Partikelgeschwindigkeit in der
gegebenen Iteration korrigieren, falls Informationen vorhanden sind. Die Ergebnisse der
jeweiligen Iteration werden durch das Composite()-Objekt zu dem Klienten transferiert
und dargestellt. Des Weiteren wird nicht nur das EPSO-Verfahren parallelisiert, sondern
auch alle Anderen. So laufen die Prozesse in vier Computerkernen gleichzeitig ab, wo-
durch die Visualisation der Arbeitsweise von den vorgestellten Algorithmen moglich ist.
Aufserdem ist bei der Berechnung mehrerer Simulationen die Zeitersparnis ein grofier
Vorteil, da so viele unterschiedliche Parametereinstellungen gleichzeitig fiir alle Verfahren
getestet werden konnen.

Worker 1
EPSO
Send data to Worker 2
Client
Visualization

Composite() Worker 2

VPSO
Recieve data from Worker 1

Abbildung 4.7: Funktionsweise der Parallelisierung
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4 Implementierung der Simulation
4.5 Fehler-Plot

Die Fehler-Plots werden aus einer Menge von Simulationen gebildet. In den Simulations-
beispielen wurden 100 Simulationen durchgefiihrt und ausgewertet. Fiir die Visualisierung
der Diagramme mdiissen alle Simulationen einzeln ausgewertet und separat abgespeichert
werden. Zunéchst miissen die Standardabweichung sowie der Mittelwert der 100 Simula-

tionen, also der Stichprobe, berechnet werden. Die Berechnung von beiden Parametern ist

im [Unterabschnitt 4.3.3|beschrieben. Eine Sdule im Diagramm beschreibt den mittleren

Fehler aller ausgewerteten Simulationen. Der Aufbau des Diagrammes ist hierbei der Selbe
wie bei den Funktionsminima-Plots, nur in den Fehler-Plots werden alle 100 Simulationen

dargestellt.

—%— EPSO
——PSO

—&— VPSO

— Aware

Abbildung 4.8: Legende eines Fehler-Plots
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Abbildung 4.9: Abweichungen beim Testen von Paramter

In |Abbildung 4.9|ist die Darstellung eines Fehler-Diagrammes zu sehen. Hier werden
die drei Verfahren PSO, EPSO und VPSO gleichzeitig dargestellt, somit ist ein direk-
ter Vergleich der Simulationsergebnisse moglich. Die Bewusstseinsrate ist nur fiir das
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4 Implementierung der Simulation

EPSO-Verfahren relevant. In allen drei Iterationen wurde der mittlere Fehler der Simulati-
onsauswertungen berechnet. Die sternformigen Punkte reprasentieren hierbei die Auswer-
tungen des EPSO-Verfahrens, die kreisférmigen reprasentieren das PSO-Verfahren und

die rautenformigen stellen das VPSO-Verfahren dar.

4.6 Visualisierung der Bewegungskurve

Zur Beobachtung der Schwarmbewegungen wurde die Bewegungsrichtung eines ausge-
waihlten Partikels untersucht. Fiir jedes Verfahren wurde ein Partikel im Schwarm unter-
sucht und die Bewegungsposition visualisiert. Dabei wurde in einer separaten Struktur
die Position des Partikels zu jeder Iteration abgespeichert. Die Visualisierung ermog-

licht es, die Auswirkung des Vektorfeldes auf die Schwarmbewegung zu untersuchen

und inwiefern die Partikel gestort werden. Die |Abbildung 4.10|beschreibt die Partikel-

bewegungen in unterschiedlichen Vektorfeldern von drei Partikeln, die jeweils einem
Optimierungsverfahren EPSO (schwarz), PSO (blau) und VPSO (rot) angehoren. Jede
Abbildung reprasentiert die Bewegung der drei Partikel in einem der Vektorfelder, wel-
che im[Abschnitt 2.2lbeschrieben werden. Hierbei ist das Minimum der Testfunktion im
Punkt [—10, 10]. Folgende Parametereinstellungen wurden fiir die folgenden Abbildungen

ausgewdhlt:
e i =100

e w=0,6

e c=1

Noxpr = 20

Vektorfelder = [V, V5, V3, Vy, V5]

e Testfunktion = F;

In|Abbildung 4.10(a)|wird der Einfluss des Vektorfeldes "Cross" aus|Abbildung 2.5(a) auf
die Partikel der unterschiedlichen Optimierungsverfahren visualisiert. Das Partikel aus

dem PSO-Verfahren macht keine Umwege und bewegt sich direkt zum Minimum. Das
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4 Implementierung der Simulation

EPSO-Verfahren hat Schwierigkeiten das Minimum zu erreichen. Das liegt daran, dass die
gesammelten Informationen aus den explorierenden Partikeln nicht ausreichen um den
Storfaktor vollstandig zu korrigieren, wobei sich das Partikel vom EPSO-Vefahren nédher
am Optimum befindet, als das Partikel vom V PSO-Verfahren, welches in der unteren Ecke
im linken Bereich festgehalten wird.

In deyAbbildung 4.10(b)|ist das Vektorfeld "Rotation" aus |Abbildung 2.5(b)|als Storfaktor
testgelegt. Dies ist ein zirkuldres Vektorfeld. Das VPSO-Partikel rotiert um den Punkt
[—5, 0] und erreicht nicht das Minimum. Die Bewegung des EPSO-Partikels befindet sich

im nahen Umkreis des Minimums, jedoch macht es zunéchst schnelle Bewegungen um das

Minimum und néhert sich nur langsam an. Das PSO-Partikel findet direkt das Minimum.

Die |Abbildung 4.10(c)| zeigt die Bewegung der Partikel mit dem Einfluss von Vektorfeld
"Sheared" aus |[Abbildung 2.5(c)l Die Partikel vom EPSO- und VPSO-Verfahren werden

sehr stark durch die Winde beeinflusst und befinden sich dadurch im oberen rechten

Bereich des Suchraumes und somit weit vom Minimum entfernt. Das PSO-Partikel bewegt
sich ohne Storungen problemlos zum Minimum.
In der |Abbildung 4.10(d)| wird das Vektorfeld "Wave" genutzt aus|Abbildung 2.5(d)l In

diesem Beispiel weisen die Winde nur eine geringe Starke auf. Alle drei Partikel konnen

mit wenigen Abweichung das Minimum erreichen.

Die letzte [Abbildung 4.10(e) nutzt das Vektorfeld "Tornado" aus der |[Abbildung 2.5(e)l
Wiéhrend das PSO-Partikel ohne Stérungen das Minimum erreicht, hat das EPSO-Partikel
in den ersten Iterationen Schwierigkeiten das Minimum zu finden. Gegen Ende der Simu-
lation erreicht das Partikel das Minimum. Das V PSO-Partikel kann durch den Storfaktor

nicht das Minimum erreichen.

Die Bewegungen der Partikel in den unterschiedlichen Vektorfeldern zeigen deutlich den
Einfluss der Vektorfelder auf das Optimierungsverfahren. Da der PSO-Algorithmus nicht
beeinflusst wird, kann dieses Partikel ohne storende Faktoren optimieren und das Mini-
mum erreichen. Dies ist an der schrittweisen Bewegung des Partikels zu sehen, welche
direkt zum Minimum verlduft. Das V PSO-Verfahren hat keine Korrektur des Storfaktors.
Die Bewegung des Partikels ist somit sehr stark durch den Storfaktor beeinflusst, sodass
dieses Partikel nicht das Minimum erreichen kann. Das Partikel vom EPSO-Verfahren
wird auch von den genutzten Vektorfelder beeinflusst, jedoch ist die Position des Par-
tikels deutlich ndher am Optimum als das Partikel vpm VPSO durch das verwendete
Korrekturverfahren.
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Abbildung 4.10: Darstellung der Partikelbewegungen in verschiedenen Vektorfeldern
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4 Implementierung der Simulation
4.7 Randbehandlung

In der Implementierung werden zwei Randbehandlungen durchgefiihrt. Fiir die optimie-
renden Schwarme der EPSO-, PSO- und VPSO-Verfahren wurde die Methode "reflect"
aus [Unterabschnitt 2.1.3lmit dem Algorithmus 3| umgesetzt. Optimierende Partikel, die

den Suchraum verlassen wiirden, werden in den Suchraum zuriickreflektiert. Dadurch
konnen diese Partikel weiter dem Schwarm helfen ein neues Optimum zu finden. Die
Geschwindigkeit wird nach der Reflexion nicht angepasst. Die Umsetzung dieser Variante
ist nicht zeitaufwendig und einfach zu implementieren.

Fiir den explorierenden Schwarm wurde das Partikel zuriick auf den Rand gesetzt, wenn
dieses Partikel den Suchraum verlassen wiirde. Hierbei wird die Geschwindigkeit des
Partikels auf 0 gesetzt. Dadurch werden Partikel, die den Suchraum verlassen nicht weiter
fiir die Exploration des Suchraumes verwendet. Die Aufgabe der explorierenden Par-
tike besteht nur darin den Windfluss folgen ohne weiteren Aufgaben. Dadurch ist die

Komplexitit dieser Implementation sehr gering.
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5.1 Optimierungsfunktionen

In diesem Abschnitt werden drei Optimierungsfunktionen vorgestellt, die anhand des
entwickelten Algorithmus EPSO ausgewertet wurden. Diese Optimierungsfunktionen
sind eine sphédrische Funktion, die Ackley-Funktion [B96]], sowie die Rosenbrock-Funktion
[Ros60]. Mit diesen Testfunktionen werden Algorithmen auf ihre Optimierungsweise
tiberpriift.

5.1.1 Spharische Funktion

Die sphérische Optimierungsfunktion gehort zu den einfachsten Problemen. Die Funktion
besitzt nur ein globales Minimum im Punkt [0, 0] . Die mathematische Beschreibung des
Funktionsterms sieht wie folgt aus:

d
Fi:f(x)=)Y . (5.1)
i=1

Wobei d der Anzahl der Dimensionen entspricht und in dieser Arbeit auf zwei gesetzt
wurde [SSal].

In|Abbildung 5.1 wird die Funktion im dreidimensionalen und zweidimensionalen Raum

veranschaulicht. Helle Farben, wie zum Beispiel Gelb, entsprechen hohen Funktionswerten
und dunklere Farben Funktionswerten, die nahe dem Minimum sind. Die zweidimen-
sionale Darstellung ist das Resultat aus der Projektion der dreidimensionalen Funkti-

on.
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Abbildung 5.1: Spharische-Testfunktion

5.1.2 Rosenbrock-Funktion

Die Rosenbrock-Funktion besitzt viele lokale Minima in einer Talregion und ein globales
Minimum im Punkt [0, 0]. Diese Funktion wird auch als Bananenfunktion bezeichnet, da
das Tal der Funktion aneinandergereihte lokale Minima hat.

Die Funktionsvorschrift der Rosenbrock-Testfunktion ist definiert durch:

-1
Fy: f(x) = Y [100(xi41 — x;)* + (x; — 1)7], (5.2)
i—1

wobei d der Anzahl der Dimensionen entspricht [SSb].

In|Abbildung A.1}ist auf der linken Seite die Darstellung der Rosenbrock-Funktion im
dreidimensionalen Raum. Die Funktion ist an den Randern sehr steil, sodass Optimie-
rungsalgorithmen schnell im Tal landen, jedoch ist das globale Minimum schwer zu
erreichen, da die Funktion im Tal sehr niedrige Werte besitzt, die sich nahe am Minimum
[0, 0] befinden. In der rechten Darstellung ist der Konturplot der Funktion. Hier wird eine
Vergroflerung der Talregion visualisiert, die eine bogenformige Struktur aufweist.
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Abbildung 5.2: Rosenbrock-Testfunktion
5.1.3 Ackley-Funktion

Die Schwierigkeit der Ackley-Funktion sind die vielen lokalen Minima, die diese Testfunk-
tion aufweist. Auch diese Funktion hat, wie die spahrische und Rosenbrock-Funktion ein
globales Minimum im Punkt [0, 0]. Der Funktionsterm dieser Testfunktion sieht wie folgt

aus:

d
(% Zcos(cxﬂ) +a+exp(1), (5.3)
i=1

wobei d der Anzahl der Dimensionen entspricht. Des Weiteren werden standardmaéfig fiir
den Parameter a = 20 gewahlt, fiir den Wert b = 0,2 und fiir ¢ = 277 [SSc].
In|{Abbildung 5.3|ist auf der linken Seite die dreidimensionale Darstellung der Funktion zu

sehen. In der Abbildung sind die lokalen Minima deutlich erkennbar. Diese vielen lokalen
Minima kénnen Optimierungsalgorithmen daran hindern, das Minimum der Funktion
zu finden. Die rechte Darstellung zeigt den Konturplot der Funktion und entspricht einer
Projektion der Oberfldche auf der Ebene.
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Abbildung 5.3: Ackley-Testfunktion

5.2 Simulation

5.2.1 Geschwindigkeitsbegrenzung

Der Grofiteil der Storfelder, die in dieser Arbeit genutzt werden, hat eine groflere Auswir-
kung auf das EPSO-Verfahren, je weiter die besuchte Position vom Ursprung [0, 0] entfernt
ist. Durch die vorhandene Windstdarke war die Simulation zundchst unméglich durch-
zufiihren, da die Starke der Vektorfelder einen zu hohen Einfluss bei der Optimierung
hatte. Die optimierenden Partikel wurden durch den Wind sehr schnell aus dem Suchraum
transportiert. Durch die reflektierende Randbehandlung und der starken Stérung konnten
die Partikel den Suchraum nicht erkunden, sodass das Verhalten der Vektorfelder in Bezug
auf die Vorteile, die solch ein Storfeld auf den optimierenden Schwarm haben kann, nicht
untersucht werden konnte. Die Begrenzung der Partikelgeschwindigkeit dient dazu, dass
die Partikel gentigend Zeit haben ihr Position zu korrigieren. Die Geschwindigkeit der
Partikel wurde auf maximal zwei gesetzt. Dadurch kénnen die Partikel in einer Iteration
eine maximale Schrittweite von zwei Gitterzellen haben. Fiir die Vergleichbarkeit der
drei Algorithmen, wurde die Geschwindigkeitsbegrenzung fiir alle drei Verfahren durch-
geftihrt. Diese Mafinahme verschlechtert den PSO-Algorithmus, da die globale Suche
durch hohe Geschwindigkeiten zu Beginn der Simulation beschrankt wird, sodass das
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Verfahren in einigen Simulationen mit bestimmten Parametereinstellungen benachteiligt
wird.

5.2.2 Verschiebung der Funktionsminima

Fiir die Simulation der Parametereinstellungen wurden zundchst das Minimum der Test-
funktionen verschoben. Dadurch, dass im Punkt [0, 0] und in der unmittelbaren Umgebung
des Suchraumes nur geringe Windstarken vorhanden sind, hatten diese Vektoren keinen
bis nur geringen Einfluss auf die Optimierung. Ohne die Verschiebung wére der Storfaktor
fast vernachldssigbar. Die Minimum-Position der Testfunktionen wurde auf den Punkt
[—10, 10] verschoben. Je weiter das Minimum vom Ursprung [0, 0] versetzt wird, desto
grofler ist der Storfaktor der Vektorfelder auf das Verfahren. Der Punkt wurde so gewéhlt,
dass moglichst alle ausgewidhlten Vektorfelder das EPSO-Verfahren stark beeinflussen.
Die Position des Minimums hat einen grofien Einfluss auf die ausgewerteten Ergebnisse.
So konnen einige Vektorfelder durch ihre Struktur den Schwarm des EPSO-Verfahrens
begtinstigen. Beobachtungen und die daraus zu schlieSenden Erkenntnisse werden in
erldutert.

Die angegebenen Funktionen in werden fiir eine zweidimensionale Betrach-
tung folgendermafsen verandert, wobei s, die Verschiebung um —10 in x-Richtung und s,
die Verschiebung um 10 ist:

Spharische-Funktion

f(x) = (x—52)*+ (y — 5y)° (5.4)

Rosenbrock-Funktion

f(x) =100 ((x —sx + 1)2 —(y —sy + 1))2 + (x — sy)2 (5.5)

Ackley-Funktion

— 2 _ 2
f(x):—cl*exp(—cz*\/(x 5x) ;(y sy) )

cos(c3 x (x — sy cos(c3x (y—s 5.6
exp(B 2 30) peos s, 56)

+cl+exp(1)
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5.2.3 Erzeugung von Testdaten

Die Erzeugung von Testdaten wurde mithilfe des vorgestellten Statistikprogramms au-
tomatisiert. Dabei wurden viele unterschiedliche Parameter simuliert, jedoch musste
eine Beschrankung der Simulationsparameter durchgefiihrt werden, da Simulation und
Auswertungen aller moglichen Kombinationen im vorgegebenen Zeitrahmen nicht durch-
zufiihren war. Der zeitliche Berechnungsaufwand steigt mit jedem weiteren Testparameter

exponentiell an. Die folgenden unterschiedlichen Parameter wurden untersucht:

Testfunktionen: [F;, F,, F3]

Vektorfelder: [V, V5, V3, Vy, V5]

o w=1[0.3,04,06,08,1]

Nopt = [5,10,15,20,30]

Nexpr = [20,40,80,160,320]

Jede Kombination wurde fiir 100 Simulationen durchgefiihrt. Es wurde die Anzahl von
100 Simulationen ausgwéhlt, wodurch der Rechenaufwand gering und die statistische
Aussagekraft erhalten bleibt. Jede Simulation wurde fiir 100 Iterationen ausgewertet. Die
Anzahl der somit durchgefiihrten Simulationen betragt:

3 %555 %100 = 37500.

Die Auswertung der erhaltenen Daten und die daraus resultierenden Erkenntnisse werden
in den folgenden Abschnitten dargestellt.

5.2.4 Auswirkungen von Vektorfeldern auf die Explorationsrate

Die verschiedenen genutzten Vektorfelder Vi, V, V3, V4, V5 haben unterschiedliche Aus-
wirkungen auf die explorierenden Partikel des EPSO-Verfahrens. Zundchst werden die
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Auswertungen der Erkundungsraten der einzelnen Vektorfelder aus|Abbildung A.1|be-

schrieben. Ein Erkundungsdiagramm ist so aufgebaut, dass auf der x-Achse die Anzahl der
definierten explorierenden Partikel beschrieben wird. Diese entsprechen den Werten 20,
40, 80, 160 und 320. Auf der y-Achse wird die erkundete Umgebung in Prozent angegeben.
Die Ergebnisse fiir eine geringere Anzahl an explorierenden Partikeln ist interessanter,
da je mehr Partikel fiir die Umgebungssuche genutzt werden, auch mehr Informationen
gesammelt werden konnen. Dadurch steigert sich die Komplexitdt enorm, sodass die
Parameterbetrachtungen fiir eine Anzahl von explorierenden Partikeln von 160 und 320
tiir die Praxis nicht relevant sind. Trotzdem sind diese hohen Werte fiir die explorierenden
Partikel wichtig, da sie zeigen, dass der Algorithmus mit ausreichend Information, dhnlich
wie das PSO-Verfahren arbeiten kann.

Vektorfeld "Cross"
Die |Abbildung A.1(a) beschreibt die Erkundungsrate fiir das Vektorfeld V;. Fiir eine

Schwarmgrofie von 20 explorierenden Partikelnl hat die Auswertung fiir 100 Simulationen

eine Erkundungsrate von 20 Prozent ergeben. Die doppelte Anzahl an explorierenden
Partikeln ergibt eine Erfolgsrate von ca. 35 Prozent. Bei einer Anzahl von 80 Partikeln kann
im Durschnitt nur 50 Prozent des Suchraumes erkundet werden.

Da der Suchraum nur zu einem geringen Anteil erkundet worden ist, kann das EPSO-

Verfahren nur geringe Korrekturen durchfiihren.

Vektorfeld "Rotation"
IAbbildung A.1(b) beschreibt das Vektorfeld V,. Hier ist ein signifikanter Unterschied zum
zuvor beschriebenen Vektorfeld V; zu sehen. Fiir eine geringere Anzahl an explorierenden

Partikeln werden bessere Erkundungsraten erreicht. So betrdgt die prozentuale Erkundung
des Raumes bei 20 Partikeln ca. 55 Prozent, bei 40 Partikeln ca. 70 Prozent und bei 80
Partikeln 80 Prozent.

Das EPSO-Verfahren sollte bei diesem Vektorfeld eine hohe Anzahl an Korrekturen durch-

tithren konnen und ein besseres Ergebnis erzielen.

Vektorfeld "Sheared"
IAbbildung A.1(c)|beschreibt Vektorfeld V3. Die Erkundungsraten fiir 20 explorierenden
Partikeln betragen ca. 12 Prozent, fiir 40 Partikel ca. 22 Prozent und fiir 80 Partikeln ca. 38

48



5 Evaluation

Prozent.

Die Erkundungsraten fiir das Vektorfeld V3 sind deutlich niedriger als beim Vektorfeld
V1. Das Verfahren wird bei niedrigen Erkundungsraten nur eine geringe Erfolgsrate ha-
ben.

Vektorfeld "Wave"
IAbbildung A.1(d) beschreibt das Vektorfeld V. Die Ergebnisse sind hoher im Vergleich zu
Vektorfeld 1 und 3. Die Erkundungsrate fiir 20, 40 und 80 Partikeln betragen 40 Prozent,

ca. b8 Prozent und etwas iiber 71 Prozent.

Das EPSO-Verfahren sollte auch hier hdufige Geschwindigkeitskorrekturen durchfiihren

konnen, da die Ergebnisse weit besser sind als im Vektorfeld V.

Vektorfeld "Tornado"
|IAbbildung A.1(e)| reprasentiert das Vektorfeld V5. Fiir eine Anzahl von 20 explorierenden

Partikeln, ergibt sich eine Erfolgsrate von ca. 22 Prozent. Die doppelte Anzahl an Partikeln
ergibt eine Erkundungsrate von ca. 37 Prozent und fiir 80 explorierende Partikeln werden
ca. 53 Prozent des Suchraumes erkundet.

Das Vektorfeld V5 dhnelt dem Vektorfeld V; in Bezug auf die Erkundungsraten.

Vergleich der Erkundungsraten
Die letzte|Abbildung A.1(f) vergleicht alle Erkundungsraten der untersuchten Vektorfelder.
Fiir diese Arbeit werden nur die Vektorfelder V; — V5 betrachtet. Zu sehen ist, dass das

Vektorfeld V3 die schlechtesten Erkundungsraten hervorbringt und es dadurch schwierig
wird fiir das EPSO-Verfahren erfolgreich zu optimieren. Die Vektorfelder V; und V5 befin-
den sich im Mittelfeld im Vergleich zu allen untersuchten Vektorfeldern. Darauf folgt das
Vektorfeld V4, welches einen deutlichen Abstand zu V4 und V5 hat. Fiir die Anzahl von 20
explorierenden Partikeln hat es eine Verbesserung der Erkundungsrate von ca. 18 Prozent.
Das EPSO-Verfahren kann, da mehr von der Umgebung erkundet wird, hdufiger Korrek-
turen durchfiihren. Das beste Vektorfeld in Bezug auf die Erkundungsrate ist das Feld V>.
Dieses hat weitere 15 Prozent Abstand bei 20 explorierenden Partikeln zu Vektorfeld Vj.
Das Feld V5 ist fiir das EPSO-Verfahren am hilfreichsten.

Einige Strukturen der vorgestellten Vektorfelder haben einen besonderen Einfluss auf die
Erkundungsrate des EPSO-Verfahrens. So sind Felder, die in eine zirkulare Struktur aufwei-

sen, wie V3, besonders hilfreich bei der Erkundung der Umgebung.
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5.2.5 Vergleich der Erfolgsraten fiir PSO, EPSO und VPSO

Der Vergleich der Auswertungen fiir die drei Optimierungsverfahren EPSO, PSO und
VPSO wurde fiir die drei Testfunktionen Fj, F, und F3 durchgefiihrt. Die Beobachtungen
und Ergebnisse der einzelnen Testfunktionen werden in separaten Abschnitten erldutert.
Fiir die Auswertungen der getesteten Parametereinstellungen wurde fiir jede Testfunktion
und jedes getestete Vektorfeld ein Diagramm fiir die Erfolgsrate der Optimierungsver-
fahren erzeugt. Des Weiteren wurde fiir jede Testfunktion und die dafiir verwendeten
Vektorfelder eine Tabelle erstellt, die den mittleren Fehler der 100 Simulationen angibt.
Die Ergebnisse der Auswertungen wurden moglichst kompakt dargestellt, damit alle
Auswertungen verglichen werden konnen. Dadurch muss zunéchst der Aufbau der Er-

folgsratendiagramme und die Tabellen fiir den mittleren Fehler erklart werden.

Aufbau der Erfolgsraten-Diagramme
Fiir die Erfolgsraten wurden drei Tabellen, [Tabelle C.THTabelle C.3] erzeugt, wobei jede
Tabelle die Auswertung einer Testfunktion reprasentiert. Die Spaltenbeschreibung einer

Tabelle wird mit opt bezeichnet und steht fiir die Anzahl der optimierenden Partikel und
repréasentiert damit die Schwarmgrofie Ny fiir die untersuchten Verfahren. Die Schwarm-
grofsen Nyyt = [5,10, 15,20, 30] wurden hierbei getestet. Die Reihenbeschriftung iw steht
fur den Tragheitsfaktor w. Die Tragheitsfaktoren w = [0.3,0.4,0.6,0.8,1.0] wurden fiir
das Testen der Erfolgsraten ausgewdhlt. Fiir jede Kombination dieser Werte wurden die
Vektorfelder V; — V5 als Storfelder genutzt. Die Ergebnisse dieser Kombinationen werden
fiir jedes Vektorfeld zusammen in einem Erfolgsratendiagramm dargestellt. Ein Erfolgsra-
tendiagramm wird durch zwei Achsen beschrieben. Auf der x-Achse steht die Anzahl der
genutzten explorierenden Partikel fiir die Erkundung der unbekannten Umgebung. Fiir die
Anzahl der explorierenden Partikel N,,, wurden die Grofen N,,,; = [20, 40,80, 160, 320]
getestet. Fiir den Wert 0 werden die Ergebnisse des V PSO-Verfahrens dargestellt. AufSer-
halb der Definition der x-Achse werden die Ergebnisse aus dem PSO-Verfahren gekenn-
zeichnet. Auf der y-Achse wird die Erfolgsrate fiir die getestete Anzahl an explorierenden

Partikeln zugeordnet. Zur besseren Unterscheidung ist jedes Vektorfeld in einer anderen

Farbe dargestellt. Die Farbenzuordnung wird in der Legende|Abbildung C.1}im |[Anhang C|

dargestellt. Auflerdem werden die Erfolgsraten aus den PSO- und V PSO-Verfahren geson-
dert gekennzeichnet. Die Auswertungen des PSO-Verfahrens werden mit einem Stern und
die V PSO-Erfolgsraten mit einem ausgefiillten Kreis dargestellt. Fiir jede Testfunktion gibt
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es 25 Erfolgsratendiagramme und somit werden in der Summe 75 Diagramme dargestellt.

Aufbau der Tabellen fiir den mittleren Fehler

Fiir die Untersuchung des mittleren Fehlers wurden fiir jede Testfunktion F; — F3 fiinf
Tabellen erzeugt/[Anhang D} Eine Tabelle repréasentiert ein getestetes Vektorfeld fiir eine spe-
zifische Testfunktion. Die Spalten und Reihen werden zunichst unterteilt fiir jeden unter-
suchten Tragheitsfaktor w . Die Tragheitsfaktoren sind auch hier w = [0.3,0.4,0.6,0.8, 1.0].
Die Reihenbezeichung opt steht fiir die Anzahl der optimierenden Partikel und beschreibt
die Schwarmgrdfie Nyp; der drei Verfahren. Auch hier sind die getesteten Schwarmgrofsen
Nopt = 5,10, 15,20, 30]. Die Spaltenbenennung expl beschreibt die Anzahl der explorieren-
den Partikel fiir das EPSO-Verfahren. Die dargestellte Anzahl der explorierenden Partikel
ist Nexpr = [0,20, 40, 80, 160, 320, none|. Die Auswertung fiir die Anzahl von 0 gehort zum
VPSO-Verfahren. Werte die im Bereich none stehen, sind die mittleren Fehler des PSO-
Verfahrens.

Die Evaluierung der Ergebnisse erfolgt fiir 20, 40 und 80 explorierende Partikel fiir das
EPSO-Verfahren, da mit zunehmender Anzahl die Komplexitit des Algorithmus zunimmt.
Aufierdem sind niedrigere Werte fiir die Praxis interessanter, da die Umsetzung dieser

Werte realistischer ist.

Vergleich der Auswertungen fiir die spharische Testfunktion

Die Erfolgsrate bei der spharischen Testfunktion unterscheidet sich fiir jedes genutzte
Vektorfeld, welches das Optimierungsverfahren EPSO storen soll. Im Anhang
werden die Erfolgsraten fiir die sphéirische Testfunktion dargestellt. In den Tabellen
le D.1]- Tabelle D.5|sind die mittleren Fehler der Optimierungsverfahren zu sehen.

Fiir Nyps = 5 sind die Erfolgraten fiir alle Vektorfelder gering. Das Vektorfeld V, weist bei

einer explorierenden Schwarmgrofie von N, = 40 eine durchschnittlichen Erfolgsrate
von ca. 35 Prozent auf und ist damit am besten. Fiir die doppelte Anzahl an explorierenden
Partikeln hat dieses Vektorfeld eine Erfolgsrate von ca. 60 Prozent. Bei einem Tragheitsfak-
tor von 0,8 erreicht das Vektorfeld V, eine Erfolgsrate von fast 70 Prozent und ist damit
allen Auswertungen fiir diese Schwarmgrofie tiberlegen.

Das V PSO-Verfahren hat eine durchschnittliche Erfolgsrate von unter 10 Prozent, bei einer
Schwarmgrofie von Ny = 5. Eine deutliche Abweichung gibt es bei einem Trégheitsfaktor
von w = 1 und beim Vektorfeld V,. Hier liegt die Erfolgsrate bei ca. 33 Prozent .

Die Erfolgsrate des PSO-Verfahrens steigt mit grofierem Tragheitsfaktor und erreicht bei

w = 1 eine Erfolgsrate von ca. 63 Prozent.
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Durch die geringe Schwarmgrofle der optimierenden Partikel, ist den Schwarm eine globa-
le Suche nicht moglich, sodass nur geringe Erfolgsraten zu sehen sind.

Fiir eine Grofle von N,p¢ = 15 fiir den optimierenden und Ny, = 20 fiir den explorieren-
den Schwarm hat im Durchschnitt das Vektorfeld V; eine Erfolgsrate von ca. 30 Prozent
und das Vektorfeld Vj eine Erfolgsrate von ca. 60 Prozent. Mit 40 bzw. 80 explorierenden
Partikeln steigt die Erfolgsrate deutlich. Fiir das Vektorfeld V; ergibt sich eine durchschnitt-
liche Erfolgsrate von ca. 80 Prozent und fiir das Vektorfeld V; eine Erfolgsrate von ca.
55 Prozent fiir einen Tragheitsfaktor von w = [0.3,0.4,0.6] und fiir die Trédgheitsfaktoren
w = [0.8,1.0] ist die Erfolgsrate sogar zwischen 90-100 Prozent.

Das VPSO-Verfahren hat beim Vektorfeld V; die hochsten Erfolgsraten von bis zu 95
Prozent.

Ab einer Schwarmgrofie von N,y = 15 sind beim PSO-Verfahren die Erfolgsraten iiber 50
Prozent und bei hoheren Tragheitsfaktoren sogar 100 Prozent.

Die zunehmede Grofie von N,y hat eine positive Auswirkung auf die Erfolgsraten der
Verfahren.

Mit zunehmender Schwarmgrofie von Ny, = [20,30] liegt die Erfolgrate der Optimierung
bei Vektorfeld V, und Vj fiir eine Anzahl von explorierenden Partikeln N, = [40, 80]
tiber 80 Prozent und in einigen Fillen auch deutlich tiber 90 Prozent.

Fiir das VPSO-Verfahren hat das Vektorfeld V; die grofsten Erfolgsraten. Mit steigender
Schwarmgrofie und grofieren Tragheitsfaktoren sind hier Erfolgsraten von bis zu 100
Prozent moglich.

Fiir Ny = 20 hat das PSO-Verfahren eine Erfolgsrate von durchschnittlich 90 Prozent.
Mit einem Tragheitsfaktor ab w = 0.8 betrédgt die Erfolgsrate 100 Prozent.

Insgesamt ldsst sich feststellen, dass die Vektorfelder V, und V; eine deutlich erhohte Er-
folgsrate haben gegeniiber den Vektorfeldern V;, V3 und V5. Bei diesen konnen Erfolgraten
von iiber 80 Prozent erreicht werden, wenn fiir die optimierende Schwarmgrofie Nopt > 15
gilt und mindestens N,,,; > 20 explorierende Partikel genutzt werden. Der mittlere Fehler
fiir das Vektorfeld V, betrdgt bei Ny, = 40, 0.05 £ 0.33 und sinkt mit zunehmender
Erhéhung der Parameter auf einen Fehler von 0.00 Fiir das Vektorfeld Vj liegt
der mittlere Fehler im Durchschnitt deutlich tiber dem mittleren Fehler des Vektorfeldes
V5. Der mittlere Fehler sinkt fiir das Vektorfeld V4 auf 0.00 fiir hohere Tragheitsfaktoren
abw > 0.6 Die Auswertung des Vektorfeldes V; zeigt, dass dieses Feld das
Verfahren stark beinflusst. Dieses Feld unterliegt den anderen getesteten Vektorfeldern
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in der Erfolgsrate bei fast allen ausgewerteten Parametern. Nur mit einer sehr hohen

Anzahl an explorierenden Partikeln von 160 oder 320 ist es hier moglich den mittleren

Fehler gering zu halten In der folgenden werden die Auswirkun-

gen der Vektorfelder auf das EPSO-Verfahren zusammengefasst. Vektorfelder, die eine

positive Auswirkung auf die Erfolgsrate hatten werden mit "++" oder "+" gekennzeichnet,
durschnittliche Erfolgsraten mit "0" und bei starken Storungen des EPSO-Verfahrens mit

mn

Einfluss der Vektorfelder
VL I V| V3| Vs | Vg
EPSO | ++ | + | o | o -

Tabelle 5.1: Klassifizierung der Erfolgsraten fiir die sphérische Funktion

Vergleich der Auswertungen fiir die Rosenbrock-Testfunktion

Die Auswertungen der Erfolgsraten fiir die Rosenbrock-Testfunktion sind in Tabelle C.2]
gegeben. Im Vergleich zu den Erfolgsraten der spharischen Funktion sind die Erfolgsraten
fiir diese Testfunktion im Durchschnitt deutlich geringer.

Die Vektorfelder V, und V4 sind auch bei der Rosenbrock-Funktion am hilfreichsten fiir die
Optimierung des EPSO-Verfahrens. Dabei ist die Erfolgsrate des Vektorfeldes V; ab einer
Schwarmgrofse Nopr = 15 im Durschschnitt tiber 50 Prozent und fiir Noy¢ > 15 erreicht
die Erfolgsrate bis zu 90 Prozent. Vektorfeld Vj ist fiir die Rosenbrock Funktion am erfolg-
reichsten. Darauf folgt das Vektorfeld V, , welches ab einer Schwarmgrofie von Nyy > 15
Erfolgsraten von ca. 50 Prozent erreichen kann. Hier betrdgt der mittlere Fehler fiir eine
Anzahl von N,,,; > 20 explorierenden Partikeln fast 0 Die Vektorfelder V7, V3
und V5 haben insgesamt nur eine geringe Erfolgsrate.

Erwdhneswert ist hierbei die VPSO-Erfolgsrate fiir das Vektorfeld Vj, die mit einem grofien
Abstand vor den anderen getesten Vektorfeldern liegt.

Die Erfolgsrate des PSO-Verfahrens nimmt mit zunehmendem Tragheitsfaktor und grofle-
ren optimierenden Schwéarme zu. Die Vektorfelder V;, V3 und V5 haben in der gesamten
Auswertung nur eine geringe Erfolgsrate. Das erfolgreichste Feld ist das Vektorfeld Vj,
gefolgt von V,.

Vergleich der Auswertungen fiir die Ackley-Testfunktion
Die Stabilitdt des Algorithmus bei der Ackley-Testfunktion ist nur gering. Die Erfolgsraten
bleiben fiir die Anzahl von Ny, = [20,40,80] explorierenden Partikenl unter 40 Prozent.
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In sind alle Erfolgsraten der Ackley-Funktion dargestellt.

Fiir das VPSO-Verfahren bleiben die Erfolgsraten deutlich unter 10 Prozent.

Die Erfolgsraten fiir das PSO-Verfahren steigen mit zunehmender Schwarmgrofie und wer-
den bei einem hohrerem Tragheitsfaktor stabiler in Bezug auf die Erfolgsrate. Die mittleren
Fehler (Tabelle D.1T{Tabelle D.15) sind nur sehr gering bei den einzelnen untersuchten Para-
metern. Die gesamten Erfolgsraten fiir die Optimierung des EPSO-Verfahrens sind deutlich

niedriger als bei der sphérischen und der Rosenbrock-Testfunktion.

Auswertungen des EPSO-Verfahrens mit Fehler-Plots

Fiir die Evaluation des EPSO-Verfahrens wurde ein realistischen Beispiel fiir die Test-
funktionen F;, F, und F; ausgewdhlt und genauer betrachtet. Es werden die aus der
Simulation erhaltenen Fehler-Plots untersucht und auf die Funktionsweise des EPSO-
Verfahrens eingegangen. Die folgenden Parameter wurden fiir dieses Beispiel festge-
legt:

e Testfunktionen: [Fj, F,, F;]

Vektorfelder: [V, V5, V3, Vy, V5]

o w=0.6
L4 Nopt - 30
o Nygp = 20

Aus der Simulation sind die Fehler-Plots|Abbildung B.1}|Abbildung B.2und |Abbildung B.3|
entstanden, die im zu finden sind.

Die Abbildungen bestétigen, dass die Vektorfelder V, und Vj einen positiven Einfluss auf

das Optimierungsverfahren haben. Bei allen drei Testfunktionen sind diese Vektorfelder
die erfolgreichsten, da der dargestellte Fehler fiir das EPSO-Verfahrens am geringsten
ist im Vergleich zu den Vektorfeldern Vj, V3 und Vs. Die Begriindung fiir die positive
Auswirkung des Vektorfeldes V; ist auf die Struktur des Vektorfeldes zuriickzufiihren.
Wie im [Unterabschnitt 5.2.4] beschrieben wird, hat das Vektorfeld V, eine hohe Explo-

rationsrate durch die zirkuldre Struktur. Dadurch kann eine fast vollstandige Karte der

unbekannten Umgebung erzeugt werden mit nur wenigen explorierenden Partikeln. Die
Bewussstseinsrate betrdgt ab der 50. Iteration, ca. 90 Prozent. Dies bedeutet, dass 90 Pro-
zent der optimierenden Partikel eine Korrektur durchgefiihrt haben. Auch das Vektorfeld

V4 hat eine positive Auswirkung auf das EPSO-Verfahren. Die Bewusstseinsrate liegt bei
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ca. 30 Prozent ab der 20. Iteration. In [Unterabschnitt 5.2.4/ wird die Struktur des Vektorfel-
des Vj beschrieben. Die Windstarken des Vektorfeldes sind gering und haben deshalb nur
einen geringen Einfluss auf das EPSO-Verfahren.

5.3 Simulationsergebnisse

Die Ergebnisse aus den Beobachtungen werden in diesem Abschnitt zusammengefasst.
Fiir die sphérische Testfunktion weisen die Vektorfelder V, und V4 hohe Erfolgsraten auf.
Diese Vektorfelder konnten die Optimierung des EPSO-Verfahrens positiv beinflussen.
Dies ist auf auf den Aufbau der Vektorfelder zuriickzufiihren. Das Vektorfeld V5 ist ein
zirkuldres statisches Vektorfeld. Die Windvektoren folgen einer Kreisbewegung gegen
den Uhrzeigersinn. Dadurch, dass explorierende Partikel nur selten den Rand verlassen,
kann ein grofser Anteil des unbekannten Suchraumes mit einer geringen Anzahl an explo-
rierenden Partikel erkundet werden. Auflerdem werden optimierende Partikel, die sich
am oberen rechten Rand des Suchraumes befinden, in Richtung des Optimums an die
Position [—10, 10] gelenkt. Die hohen Erfolgsraten fiir das Vektorfeld Vj sind durch die
Windstarken des Vektorfeldes zu erkldren. Da dieses Vektorefeld aus den trigonometri-
schen Funktionen Kosinus und Sinus besteht, sind die resultierenden Vektoren des Feldes
schwécher als bei den anderen genutzten Vektorfeldern. So hat dieses Vektorfeld nur einen
geringen, aber spiirbaren Einfluss, wodurch der EPSO-Algorithmus trotz Abweichungen
so dhnlich wie das PSO-Verfahren arbeiten kann. Die geringen Erfolgsraten des Vektorfel-
des V7 kdnnen auch durch dessen Struktur erkldrt werden. Das Optimum befindet sich
in der linken oberen Ecke des Suchraumes und die Vektoren des Vektorfeldes zeigen in
Richtung des Ursprungs [0, 0]. Somit werden die optimierenden Partikel vom Optimum in
Richtung des Ursprunges gelenkt und hindern den EPSO-Algorithmus besonders. Die
Erfolgsraten fiir die Testfunktionen Rosenbrock und Ackley sind im Durchschnitt sehr
gering und weit unter 50 Prozent. Die Schwierigkeit dieser Funktionen sind bei Rosen-
brock das Tal, wo sich das Minimum befindet und bei der Ackley-Funktion die vielen
lokalen Minima. Durch die Geschwindigkeitsbegrenzung, die durchgefiihrt wurde, um
die Einwirkung der Vektorfelder auf das Optimierungsverfahren zu reduzieren, konnen
die optimierenden Partikel keine globale Suche im Losungsraum fiihren. Dies ist aber
fiir die Rosenbrock- und Ackley-Funktion wichtig, damit der Schwarm nicht in lokalen
Minima festgehalten wird. Die geringen Erfolgsraten des PSO-Verfahrens sind auch durch
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die Geschwindkeitsbegrenzung zu erkldren und die damit verhinderte globale Suche des

Schwarmes.
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6.1 Zusammenfassung

Diese Arbeit beschiftigte sich mit der Entwicklung eines neuen Algorithmus mit dem Na-
men EPSO. Die Motivation dieser Arbeit war die Frage, ob es moglich ist, einen Schwarm
in einer unbekannten Umgebung mit gegebener Testfunktion optimieren zu lassen, wo-
bei er durch Storfaktoren, wie Wind, beeinflusst wird. Dabei wurde der Ansatz von
Multischwédrmen genutzt, um Aufgaben auf verschiedene Schwéarme zu verlagern. Die
Aufgabe des explorierenden Schwarmes ist die Erstellung einer Umgebungskarte durch ex-
plorierende Partikel. Der optimierende Schwarm ist fiir die Optimierung einer gegebenen
Zielfunktion zustandig. Des Weiteren musste fiir dieses Problem die Bewegunsgleichung
des PSO-Verfahrens verdandert werden, sodass der Storfaktor durch die gesammelte Infor-
mationen aus dem explorierenden Schwarm der Umgebung korrigiert wird. Die Informa-
tionen aus der erstellten Umgebungskarte werden genutzt, um die Partikelgeschwindigkeit
der optimierenden Partikel zu korrigieren. Fiir die Korrektur der Partikelgeschwindigkei-
ten war es wichtig eine Kommunikation zwischen den Schwéarmen zu ermdoglichen. Dies
wird durch die Parallelisierung beider Schwéarme in zwei verschiedenen Prozessen ermog-
licht, sodass beide Aufgaben gleichzeitig bearbeitet werden kénnen. Der optimierende
Schwarm nutzt dabei in jeder Iteration des Verfahrens die gesammelten Informationen
des explorierenden Schwarmes, um die Partikelgeschwindigkeit zu korrigieren. Fiir die
Auswertung des EPSO-Algorithmus wurden drei Testfunktionen ausgewahlt, die sphéri-
sche Funktion, die Rosenbrock-Funktion und die Ackley-Funktion, um die Stabilitdt der
Implementierung zu tiberpriifen. Auflerdem wurden fiinf Vektorfelder genutzt, die den
Storfaktor reprasentieren sollten. Das EPSO-Verfahren wurde mit zwei weiteren Verfahren,
dem PSO-Verfahren und dem VPSO-Verfahren, verglichen. Das VPSO-Verfahren repréasen-
tiert hierbei den normalen PSO-Algorithmus mit der Beriicksichtigung des Storfeldes. Die
Auswertung ergab, dass die Struktur der genutzten Vektorfelder den EPSO-Algorithmus
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positiv oder negativ beeinglussen, je nachdem wo sich das Minimum der Funktion im Such-
raum befindet. Die Mafinahme der Geschwindigkeitsbegrenzung ermdoglichte eine bessere
Untersuchung des EPSO-Verfahrens, jedoch wurden die Erfolgsraten des EPSO- und PSO-
Verfahrens in schwierigen Testumgebungen, wie der Rosenbrock- und Ackley-Funktion,
dadurch vermindert. Es wurde gezeigt, dass das EPSO-Verfahren in einer unbekannten
Umgebungung funktionieren kann.

6.2 Weitere Probleme

Aus den Riickschliissen der Simulationsergebnisse ist zu erkennen, dass die Geschwin-
digkeitsbegrenzung problematisch fiir das Optimierungsverfahren sein kann. Bei der
Entfernung der Geschwindigkeitsbegrenzung muss berticksichtig werden, dass sich opti-
mierende Partikel mehrere Zellen weit im Suchraum bewegen kénnen. Das jetzige Verfah-
ren berticksichtigt nur den Windvektor an der jeweiligen Position des Partikels. Bewegt
sich nun dieses Partikel mehrere Zellen weit, muss die Berechnung der Geschwindigkeit
verdndert werden, indem alle Windvektoren, die innerhalb der Bewegung zur Zielposition
auftreten, aufaddiert werden.

L 4
\ X*(t+1)
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(a) Umgesetzte Bewegung der Partikel (b) Realistische Umsetzung

Abbildung 6.1: Auswirkung des Windes auf die Partikelbewegung
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In|Abbildung 6.1(a)|wird die momentane Umsetzung gezeigt. Die Bewegung des Partikels

ohne Berticksichtigung des Windes wird als schwarzer Vektor gekennzeichnet. Dabei
bewegt sich das Partikel von Position x(t) zur Zielposition x(t + 1), die in der néchsten
Iteration des Algorithmus berechnet wird. Der Windvektor an der Position des Partikels
x(t) verdndert dabei die Zielposition x(t + 1). Der griine Vektor reprasentiert hierbei den
interpolierten Windvektor an der Stelle x(¢) und die blauen Vektoren stellen die Windvek-
toren der erkundeten Umgebung dar. Durch den Einfluss des Windes landet das Partikel
auf dem Punkt x*(t + 1).

Die|Abbildung 6.1(b)| visualisiert eine mogliche Verbesserung des Algorithmus. Wenn sich

ein Partikel mehrere Zellen weit bewegt, so wird dieses Partikel durch unterschiedliche
Vektoren beeinflusst. Eine Moglichkeit wire die ldnge der geplanten Bewegungstrecke
zu berechnen. Diese Strecke wird in einer Anzahl von kleineren Strecken unterteilt. Die
Anzahl an Strecken entspricht der Anzahl an Bewegungen eines Partikels die getestet wer-
den. Die Anzahl an Bewegungen miissen vom Benutzer eingestellt werden. Eine grofSere
Anzahl an Bewegungsschritten fiihrt zu einer genaueren Berechnung der unterschiedli-
chen Winde, die auf das Partikel einwirken, aber es miissen mehr Berechnungen fiir jedes
einzelne Partikel durchgefiihrt werden.

Die Anfangspunkte der verkleinerten Strecken in diesem Beispiel werden mit sg, s; und s,
bezeichnet. Fiir diesen Fall werden drei Windvektoren innerhalb der Bewegungsstrecke
einberechnet. Nun wird fiir den Punkt sp der Windvektor an der Stelle interpoliert. Das
Partikel bewegt sich nun in Richtung s; und wird durch den interpolierten Windvektor
an der Stelle sy gestort. Nun befindet sich das Partikel, welches trotzdem die Zielposition
(t 4+ 1) erreichen mochte in einer anderen Position. Nun wirkt in dieser Strecke ein neuer
interpolierter Vektor. Es wurde in diesem Beispiel festgelegt, dass nach dem ersten Schritt
der Vektor auf die Halfte der Strecke einwirkt. Dieses Verfahren wird fiir die Anzahl
der ausgewdhlten Bewegungsschritte wiederholt. Wie zu sehen ist, unterscheidet sich
die errechnete Endposition des Partikels x* (¢ + 1) von der Position x*(t + 1) aus
Ein weiteres Problem stellen die ausgewdhlten Vektorfelder dar. Der Grofsteil der Vektor-
felder enthélt sehr starke Krifte, die linear mit dem Abstand zum Ursprung ansteigen.
Dies bedeutet, dass die berechneten Vektoren einen zu grofien Einfluss auf die Bewe-
gung der Partikel haben. Dadurch musste die Geschwindigkeitsbegrenzung eingefiihrt
werden. Eine Losung hierfiir wire eine Abschwachung des Vektorfeldes durch einen
ausgewdhlten Faktor, sodass moglichst unterschiedliche Vektoren vorhanden sind, aber
das Optimierungsverfahren funktionsfahig bleibt.
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6 Fazit

6.3 Ausblick

Diese Arbeit diente der Grundlagenforschung in dem Bereich der Partikelschwarmopti-
mierung mit Einwirkungen von Vektorfeldern. Es wurde gezeigt, dass Vektorfelder einen
positiven Einfluss auf das Optimierungsverfahren haben kénnen. Gleichzeitig sind neue
Fragen aus den hier vorgestellten Ergebnissen entstanden, sodass diese Arbeit als Grund-
lage fiir neue Forschungsarbeiten genutzt werden kann.

Ein mogliche Fragestellung wire, inwiefern die Anfangspositionen der explorierenden
Partikel des EPSO-Verfahrens einen Einfluss auf die Erkundungsrate haben. Beispielsweise
konnen Muster tiberpriift fiir die Initialisierung der Startpositionen von den explorieren-
den Partikeln werden.Weiter kann untersucht werden, wie viel der Umgebung wirklich
erkundet sein muss, damit das Verfahren in einer unbekannten Umgebung funktioniert. Es
konnte tiberpriift werden, ob nach einer bestimmten Menge gesammelter Informationen
tiber die Umgebung eine Approximation des Suchraums moglich ist.

Auflerdem konnte untersucht werden, ob die Umsetzung der beiden Schwéarme in einem
einzelnen Schwarm moglich ist. Der Vorteil hierbei wire die Reduktion der Anzahl von
genutzten Partikeln. Die Schwierigkeit wird hierbei sein, die Fehlerfortpflanzung in der
Bewegung durch den Tragheitsfaktor w zu minimieren.

Dariiber hinaus konnen weitere unterschiedliche Vektorfelder oder Zielfunktionen genutzt
und die Stabilitat des Algorithmus getestet werden.

Die Komplexitidt kann hierbei fast beliebig gesteigert werden, indem das Verfahren fiir
mehrdimensionale Probleme erweitert wird. Es konnten mehrdimensionale Vektorfelder
genutzt werden, die nicht statisch sind, sondern sich mit der Zeit verdndern.

Ein weiteres zu untersuchendes Problem in der Praxis stellt die begrenzte Energiequel-
le da. Es konnte iiberpriift werden, ob der Einfluss von Vektorfeldern genutzt werden
kann, sodass durch eine kluge Pfadplanung der optimierenden Partikel Energie eingespart

werden kann.
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C Erfolgsraten

Tabelle C.2: Erfolgsrate fiir die experimentelle Analyse der Rosenbrock-Funktion
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Tabelle C.3: Erfolgsrate fiir die experimentelle Analyse der Ackley-Funktion
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D Mittlerer Fehler

Tabelle D.1: Mittelwerte und Standardabweichungen fiir die experimentelle Analyse
der sphéhrischen Funktion im Vektorfeld 1

V1 [ none
iw expl 0 20 40 80 160 320 -
opt
0.3 5 58.96 +£60.40 45.35+49.42 24.72+35.06 10.27+2459 559+17.27 5.68+20.64 43.58+53.73
10 2572 4+36.65 17.28+2490 1025+17.29 320+9.18 034+1.05 053+245 13.12+£26.97
15 17.524+27.85 12.02+19.84 4.76 £8.95 1.64+788 019+107 0024011 6.51+17.06
20 13.89 £21.67 9.13+£17.77  3.63+7.08 060+1.34 0.06+0.15 0.01£0.01 3.67£11.76
30 6.63 £9.19 4.08+7.26 2.39 £5.61 027+£0.55 0.04+0.11 0.00£0.01 0.34£1.60
0.4 5 7743 +70.69 52.89£53.36 33.28 +£40.01 13.62429.53 5.384+19.18 5.45+20.32 60.20473.61
10 28.64+32.63 2043 +£26.38 6.52+13.57 45441497 018077 04543.65 121142344
15 16.234+22.77 12444+19.19 3.25+6.98 079+175 013+047 0.014£0.02 3354848
20 145142500 7.544+14.54 3.07£6.95 0.68+147  0.074+029 0.00+0.01 3.15+10.49
30 6.74 +9.51 3794729 1.46 +£2.85 0334080 0.03+0.09 0.00+0.01 0.12+0.43
0.6 5 63.04+:71.86 40404531 321244274 10.014+25.60 5.78+24.72 6.02£30.06 39.86+ 6291
10 29.46+£35.84 22853225 105541842 17543.63 0.13+032 0.0140.04 7.81£19.06
15 22274+29.63 11.71+£1840 9.33+£20.72 148+6.76 036+3.01 0.0140.03 1.8946.51
20 9.32£13.59 67141127 2451487 043+126 0.09+045 0.014£0.04 0.0240.14
30 710£11.13  4914+9.64 1224215 0.18+040 0.0440.16 0.00£0.01 0.00£0.01
0.8 5 57.68£59.87 43.53+44.26 30.00+38.76 7.96+2098 250+1291 0.71+6.22 23.72+42.89
10 33.59+41.74 20.17+31.19 751+1880 1.98+6.19 045+3.26 0.01+£0.04 124+509
15 20.17+2598 129441876 5.69+1265 1.10+£521 0.06+0.16 0.00+£0.01 0.01+0.11
20 10.61+16.02 6.54+12.44 347 +9.42 045+154 0.06+0.30 0.01+£0.01 0.00+0.00
30 7.59£10.78  5.13+9.19 1.35+3.39 0.17£0.61  0.014£0.02 0.00£0.01  0.00£0.00
1.0 5 6150+ 64.11 41.32+47.94 3216+38.60 6.79+1588 0294090 0.0540.15 11.13434.28
10 30.53+35.12 18.68 £25.59 7.82+£18.13 1364455 0.11+049 0.0140.02 0.0040.00
15 1446 +21.04 79441370 3.09+7.86 040+1.01 0.03+£0.06 0.004£0.01  0.0040.00
20 9.59+1295 4.53+7.93 311+7.14 0234071 0.02+0.03 0.00+0.01  0.00+0.00
30 6.69 +9.27 3.234+4.96 147 £4.27 0154034 0.01+£0.02 0.00+0.01  0.00+0.00
Tabelle D.2: Mittelwerte und Standardabweichungen fiir die experimentelle Analyse
der sphéhrischen Funktion im Vektorfeld 2
V2 none
iw expl 0 20 40 80 160 320 -
opt
0.3 5 23.25+24.23 3.33+890 098+6.10 132+522 45941637 7.15+13.61 51.52+67.16
10 10.08+10.23 1.03+354 0.06+0.21 0174068 0244082 1.35+4.55 10.87+21.27
15 9.05+850 035+146 0.02+0.04 0.02+012 0394215 038+1.63 6.91+14.57
20 579+6.07 030+1.10 0.02+0.04 0.0040.00 0.01£006 025+125 2.07+£5.65
30 3.99+£387 0.03+£0.07 0.03£025 0.0040.00 0.02£0.18 0.01£0.09 047£223
0.4 5 18.624£19.39 3.02£899 0.614+322 0.42+1.53 3.53+£15.13 9.59+£21.44 50.91+75.43
10 12.06+11.88 1.24+£393 0.084+048 0.03+0.15 0254134 1.31+£373 9.23+18.27
15 7284750 037+£149 0.05+033 0064042 0.03+£0.12 038+216 3.56+9.79
20 534+524 016+073 0.01£0.01 0.00+£0.00 010+1.01 0.02+0.14 0.71+£2.93
30 3614390 0.034+0.07 0.00+0.01 0.00+0.00 0.00+0.00 0.00+0.02 0.22+0.99
0.6 5 19214+1872 276+9.49 0.08+021 0.52+£258 0.67+233 3.09+9.62 3856+61.93
10 10.69+£11.31 0.33+£1.05 0.02+0.03 0.06£042 0.04+030 0.08+£0.59 7.61+20.29
15 7.53+£726 020£092 0.01£0.02 0.0140.03 0.00£0.00 0.01£0.08 1.63+7.16
20 573+£570 0.09+£036 0.01£0.03 0.0040.00 0.00£0.00 0.07£0.69 027201
30 3.69+377 0.03+£0.08 0.01£0.01 0.0040.00 0.00£0.00 0.00£0.00 0.00+0.00
0.8 5 19.274+2129 1524545 0.16+1.10 0114093 0124066 0.97+7.32 36.33+63.90
10 10.76 £10.99 0.59+2.80 0.01+0.03 0.01+0.01 0.014+0.03 0.00+0.00 2.57+13.73
15 7224781 007+0.15 0.01£0.02 0.00+£0.01 0.00+0.00 0.00+0.00 0.01+0.10
20 539+674 0.04+0.10 0.01£0.02 0.00+40.00 0.00£0.00 0.00+£0.00 0.00+0.00
30 3.86+3.77 0.02+£0.04 0.00£0.01 0.0040.00 0.00£0.00 0.00£0.00 0.00+£0.00
1.0 5 212542399 098+3.21 0.06+0.08 0.01£0.03 0294282 090+8.64 9.40+2850
10 13.15+11.82 021+£1.11 0.0240.04 0.014+0.01 0.00£0.00 0.00£0.02  0.00+0.01
15 7.33+647 011+£0.40 0.01£0.02 0.0040.01 0.00£0.00 0.00£0.00  0.00+0.00
20 5094576 0.04+0.10 0.01+0.01 0.00+0.00 0.00+0.00 0.00+0.00 0.00+0.00
30 2874319 0.024+0.04 0.00+0.01 0.00+0.01 0.00+0.00 0.00+0.00 0.00+0.00
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D Mittlerer Fehler

Tabelle D.3: Mittelwerte und Standardabweichungen fiir die experimentelle Analyse
der sphéhrischen Funktion im Vektorfeld 3

V3 ” none
iw expl 0 20 40 80 160 320 -
opt
0.3 5 48.92+86.75 32.73+70.03 31.14+69.73 21.92+68.05 33.60+80.61 8.55+36.56 51.52+67.16
10 6.52+13.33 324+12.68 5.63+23.30 0.33+£0.53 1.70 +16.31 0.01£0.05 10.87 +21.27
15 6.47+16.06 3.254+1560 1.85+9.96 0.19+£0.36 0.03 +£0.05 0.00 £0.01 6.91 +14.57
20 3.48+2.90 1.24+1.72 0.49 £1.06 0.15+£0.28 0.02 +0.04 0.00 £0.01 2.07 £5.65
30 234 +£241 0.96 £1.28 0.44+£0.74 0.09 £0.20 0.01 +£0.03 0.00 £0.00 0.47 £2.23
0.4 5 4798 1+95.05 38.01£79.38 39.45482.68 19.90+5490 13.47+51.90 10.57+41.11 50.91 £75.43
10 6.44+12.07 4.02+1026 3.07+1840 431+£2786 0.06+0.13 0.01+0.03 9.23+1827
15 4.33+3.48 1.67 £2.25 0.67 £1.29 0.17 £ 0.46 0.03 +0.06 0.00 +£0.01 3.56 +£9.79
20 3.79+3.21 1.39+£2.03 0.52+0.93 0.11+0.22 0.01+£0.03 0.00 +£0.01 0.71+2.93
30 1.65+1.77 0.77 £1.30 0.34 +0.56 0.08 +0.20 0.01 +0.03 0.00 + 0.00 0.22+0.99
0.6 5 4393 +83.85 37.371+76.86 3439+7286 2883+7759 154645627 3.40+18.06 38.56+61.93
10 16.30£40.93 12.49+36.35 6.82+30.77 4.42+2887 1.83+17.79 0.01 £0.01 7.61+20.29
15 5.11£10.32 2.02+2.84 0.54 +0.83 0.15+0.32 0.02 +0.07 0.00 £0.01 1.63+7.16
20 2.89 +2.88 1.16 +1.60 0.51+0.71 0.11+0.28 0.01 +0.02 0.00 +0.00 0.27 £2.01
30 229+2.75 0.97 +£1.50 0.35+0.53 0.11+0.26 0.01 +0.04 0.00 + 0.00 0.00 + 0.00
0.8 5 62.17 £101.46 46.06 +85.62 35.60 £78.39 30.04+78.78 1550+61.46 511+36.12 36.33+63.90
10 15.86 £46.65 9.37+£39.99  6.26 + 34.00 0.36 +0.65 0.04 +0.10 0.00 £0.01 257 +13.73
15 6.21+24.10 4.38 £24.22 0.64 £0.90 0.17 £0.37 0.03 +£0.05 0.00 £0.01 0.01£0.10
20 4.02 £10.07 0.86 £1.08 0.67 £0.91 0.11+£0.20 0.02+0.03 0.00 £0.01 0.00 £ 0.00
30 221 £2.61 0.74 £1.03 0.32 £0.42 0.15+£0.54 0.01 +£0.03 0.00 £0.00 0.00 £0.00
1.0 5 63.43 +101.04 51.431+93.48 34.58 £85.30 28.90+75.06 21.06+67.01 4.80+33.77 9.40+28.50
10 1923 £50.60 12.79+4280 1.12+1.77 0.31+0.59 0.03 +0.06 0.01 +0.04 0.00 +0.01
15 6.54 +19.21 376 £1552 240+16.82 0.20+0.44 0.02 +0.04 0.01 +£0.01 0.00 + 0.00
20 3.15+2.90 1.36 £2.07 0.44 +0.67 0.10+0.19 0.02 +0.06 0.00 + 0.00 0.00 + 0.00
30 1.67+1.73 0.75 +0.95 0.34 +0.60 0.09 +0.15 0.01 +0.02 0.00 + 0.00 0.00 + 0.00
Tabelle D.4: Mittelwerte und Standardabweichungen fiir die experimentelle Analyse
der sphéhrischen Funktion im Vektorfeld 4
V4 [ none
iw expl 0 20 40 80 160 320 -
opt
0.3 5 45.60 £57.65 31.88+38.01 22.24+3532 37.52+47.05 49.05+58.08 40.62+60.51 60.36 £ 68.20
10 1323 £2341 998+17.86 829+1633 592+11.69 84842214 1244+23.07 12.86+26.14
15 8.70+16.79 7.34+1621 38241140 585+1549 52941356 6.95+17.08 6.88+14.35
20 3.53+7.69 2.08 +4.64 1.33+3.10 1.87 +7.08 0.92 +£5.61 1.11+4.46 217 £5.57
30 0.99 +2.97 0.53 +1.27 0.66 +3.18 027 +1.16 0.17 +0.95 0.04+0.17 0.21+0.81
0.4 5 40.22 £46.47 31.00436.97 29.294+4093 34.52+54.27 33.684+50.72 37.05+64.62 48.62+49.86
10 9.61£19.87 7.024+14.94 9.00+16.48 10.354+18.70 10.53+24.84 855+19.21 8.84+18.67
15 4.82+1243 3.19+£9.09 290+7.80 3.74+£9.78 3.86 £9.52 3.16+9.93 4.10+15.48
20 2.86 £7.45 1.46 +4.85 0.93 +3.03 1.01+4.49 1.30+4.84 0.91+5.27 1.11+4.35
30 0.78 £1.95 0.50 +1.96 0.29 +1.19 0.08 +0.25 0.56 + 3.04 0.07 +0.45 0.07 £0.40
0.6 5 38.48+61.73 2519+3491 28.04+39.79 31.05+41.55 21.15+34.59 24.58+44.89 38.97 +59.99
10 1330+£3152 697+1486 74941517 2124956 3.92+10.28 1944554 92142615
15 3.85+9.75 227 +£598 1424523 1.11+3.68 1.04 +5.37 0.83 +3.69 2.01+8.60
20 1.01 +4.07 0.38 +1.69 0.32+1.72 0.12+£0.33 0.07 £0.53 0.07 +0.42 0.03+£0.20
30 0.25+0.83 0.11 £ 0.44 0.04 +£0.33 0.01 £0.08 0.00 £0.00 0.00 £ 0.00 0.00 £0.00
038 5 3289 £ 5641 202813348 20743455 17203677 2062 £41.06 2429 £5095 27.90 = 50.80
10 9.61£21.08 3.894+1091 2.60 £9.22 1.14+6.36 0.16 +0.86 1.14 £5.00 0.74 £3.64
15 1.89+9.30 1.58 +6.96 0.56 +4.49 0.04 +£0.25 0.00 £ 0.01 0.00 +0.00 0.00 £0.01
20 0.48 +2.44 0.75 +6.27 0.01 +0.08 0.00 + 0.00 0.00 + 0.00 0.00 +0.00 0.00 £ 0.00
30 0.00 + 0.00 0.00 + 0.00 0.00 +0.00 0.00 +0.01 0.00 + 0.00 0.00 + 0.00 0.00 + 0.00
1.0 5 26.93+5749 9.96421.54 4.56+1215 1.30 +£5.06 3.96 £17.22 1.60+9.51 11.36 £40.81
10 1.24+4.25 0.43+£1.53 0.16 +0.80 0.00 £0.01 0.00 £ 0.00 0.00 +0.00 0.00 £0.00
15 024 +£1.90 0.00 £ 0.00 0.00 +0.00 0.00 £0.00 0.00 £ 0.00 0.00 +0.00 0.00 £0.00
20 0.00 £ 0.00 0.00 +0.00 0.00 +0.00 0.00 £ 0.00 0.00 +0.00 0.00 +0.00 0.00 £0.00
30 0.00 +0.00 0.00 +0.00 0.00 +0.00 0.00 +0.00 0.00 +0.00 0.00 +0.00 0.00 £0.00
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D Mittlerer Fehler

Tabelle D.5: Mittelwerte und Standardabweichungen fiir die experimentelle Analyse
der sphéhrischen Funktion im Vektorfeld 5

V5 none
iw expl 0 20 40 80 160 320 -
opt
0.3 5 20.38+£23.08 1.82+£3.87 2124489 256+644 2534855 10.69+37.41 61.43+90.89
10 1249+1396 0.73+£1.65 0.66+3.17 050+1.68 0.45+1.38 0.06 £0.25 15.04+23.72
15 6.13+6.53 033+£0.61 045+213 033+137 0.07+£023 002+£0.09 6.69+£15.18
20 454 +4.75 030+0.71 032+1.23 0.09+023 0.04+0.11 0.00 £0.01 3424924
30 249+£337 023+056 0.09+027 0044008 0.01+0.04 0.00+0.01 0.23 £0.84
0.4 5 2463 £27.11 2974+1127 253+7.66 2.01+£648 1424334 31811456 56.73+79.31
10 11.04+15.08 0.8642.67 094+£322 0924452 028+174 0.08+£036 12.57+23.05
15 610£789 058+143 035+0.89 0.56+4.04 005+012 0.014+0.04 3.19412.22
20 438+4.69 0454+1.18 012£028 0.094025 0.04+£012 0.01+£0.02 1.09 +3.62
30 2844340 0274066 0.09+£026 0.0240.04 0.01+£0.03  0.00£0.02 0.03£0.21
0.6 5 22.85+2501 263+£659 1384322 2314+698 25841738 0.14+£0.59 3528 +50.42
10 13.15+1748 053+132 021+044 057+£257 0.30+1.18 0.03 +£0.14 9.70 £22.72
15 739+898 040+126 0204068 0.18+0.69 020+146 0.01+0.02 1.31+5.34
20 446+510 019%£0.39 0.07£0.17 0.084049 0.02+£0.04 0.00£0.02 0.15£1.02
30 2.05£259 011£032 0.06+020 0.02£0.03 0.01+0.03 0.00+0.00 0.00 £ 0.00
0.8 5 21.15+£20.39 125+£298 2424796 139+346 1.07+426 1.19+£11.32 234043835
10 925+11.12 0514+1.40 023+0.62 035+1.66 0.21+1.06 0.03+0.13 2.02+9.94
15 563+653 042+146 026+0.89 0.09+0.18 0.02+0.05 0.00+0.01 0.00 £ 0.03
20 435+563 039+124 0.09+027 0.04+£0.09 0.02+0.06 0.0040.01 0.00 £ 0.00
30 2.89+420 025+0.66 0.04+020 0.0340.10 0.02£0.09 0.00+£0.00 0.00 £ 0.00
1.0 5 197542285 1224273 146+£879 1084463 048+£175 0.05£0.15 590+£17.01
10 11.80+13.00 0.60+1.97 011£022 0194044 0.06+£0.14 0.02£0.11 0.00 £ 0.00
15 570£577 049£133 026+1.08 005+0.16 0.0740.31 0.0040.01 0.00 £ 0.00
20 4344621 0244063 0.07+£022 0104048 0.02+£0.05 0.00£0.02 0.00 £ 0.00
30 2224325 0154048 0.07£0.26 0.0240.03 0.01£0.02  0.00 £ 0.00 0.00 £ 0.00
Tabelle D.6: Mittelwerte und Standardabweichungen fiir die experimentelle Analyse
der Rosenbrock-Funktion im Vektorfeld 1
V1 | none
iw expl 0 20 40 80 160 320 -
opt
0.3 5 24947.43 +98864.10  21209.45+98915.85  17305.37 £99171.29  34364.93 +170030.45 62023.16 +237154.17 10465.73 +99476.47  38167.08 + 149433.62
10 6108.95 + 8665.10 3988.77 + 6338.94 3088.07 + 5352.75 1388.30 4= 4039.76 127.09 + 839.52 10001.97 4= 99498.55 2679.71 %+ 6260.63
15 5442.99 + 7769.59 3952.71 £ 5897.78 1485.06 4 3485.10 434.61 £1730.28 22.87 £ 95.34 1.16 £8.08 1533.02 4 4461.54
20 2390.66 + 5091.97 1803.62 4 3761.30 909.03 £ 2758.88 248.04 +1170.24 33.11 £196.92 0.24 +£0.49 382.28 £1221.28
30 1256.83 4 3127.43 1009.26 4 2914.78 357.39 £ 975.18 55.63 +196.79 113 +£6.97 0.12+£0.20 81.73 +329.16
0.4 5 46063.87 +169345.55 52629.64 4 194633.15 23547.76 +112910.78  13480.01 +-99385.84  12206.54 +99631.55 21191.27 £ 140000.09 87419.44 + 246781.95
10 6723.35 + 8653.08 4545.44 + 6229.49 13321.69 + 99358.27 682.49 + 1898.67 76.30 + 464.31 0.78 +4.07 1602.71 4 3325.24
15 4562.68 +7481.54 3306.04 + 6272.43 1685.77 + 3956.88 405.97 +1738.57 8.06 +37.07 0.25+0.43 540.27 £ 1433.91
20 2633.87 + 4663.65 1722.87 4 3421.90 901.58 £ 2590.14 162.62 +590.83 1.15+4.40 0.20 +0.46 117.81 £ 446.05
30 1301.36 + 3440.96 979.42 + 2857.15 431.88 + 1145.96 59.49 +251.23 049 £1.70 0.10+0.30 16.67 £ 109.86
0.6 5 14493.93 +14085.41  10739.49 4-10875.52  29447.56 +139302.39 34221.52 4 157864.15 27138.92 £153549.21  10092.76 = 99493.64  41142.45 4 172693.73
10 9512.97 + 22503.69 5760.36 + 7852.11 3581.05 + 6426.34 884.63 £ 2918.90 62.39 4 419.68 0.37 £0.74 917.27 £ 2440.06
15 5411.97 + 8022.15 4213.92 + 6497.59 1216.28 4 3509.65 214.19 £900.72 17.84 £ 159.55 0.23 £0.46 370.43 £1999.25
20 3169.75 £+ 5792.33 1992.50 +4151.30 1063.57 4= 2964.43 194.86 + 772.50 52544424 0.15+0.46 70.71 +419.35
30 1265.06 & 2883.02 868.33 £ 2257.64 299.42 £ 898.45 92.93 +528.01 2.98 £21.67 0.13+0.37 0.16 £ 0.47
08 5 25867.79 £ 9905372 21647.95 £ 9901240 _ 9290.83 £ 1113974 13002.92 = 99508.56 20529.53 £ 14000650 10589.16 £ 99589.96 64734.89 + 23648229
10 6776.39 & 9736.00 4745.29 + 7461.94 2823.23 4 5258.31 860.34 £ 3007.60 11.50 +79.88 0.17 £0.31 10294.50 + 99495.12
15 3701.83 & 6650.59 2652.02 + 5619.06 1234.47 4 3358.80 342.55 £ 1530.96 36.96 £ 285.67 0.13£0.33 0.33£0.78
20 3042.06 = 5995.91 1575.59 4 3301.86 861.77 £ 2392.68 54.36 + 232.65 10.20 +70.26 0.08 £0.24 0.20 £0.47
30 1046.71 4 2826.80 595.33 £ 1570.19 344.90 £ 1363.73 59.96 + 304.06 0.28 +0.77 0.03 £ 0.06 0.07 £0.32
1.0 5 31565.22 +104602.95 26096.05 4= 104756.75 26258.99 4 139366.31 24150.45 +134174.11 30090.14 £170571.83  10963.93 +99630.71  21933.97 + 139821.29
10 8988.80 + 10615.59 5271.13 £ 6700.08 2898.10 £ 5453.77 296.47 £ 900.37 6.88 £42.23 0.23 £0.44 0.33 +£0.86
15 4284.44 + 6189.39 2697.41 £ 4689.07 1387.54 4 3157.45 462.80 +2188.73 571 £31.19 0.10+0.32 0.15+0.40
20 2181.09 + 4422.56 1267.01 4 3312.08 816.37 £ 1989.63 70.84 +261.29 0.38 £1.46 0.08 £0.15 0.10+£0.29
30 775.07 £ 2127.79 491.61 £ 1769.84 458.96 + 1533.45 7.27 +41.51 0.10£0.16 0.02 +0.06 0.02+0.10
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D Mittlerer Fehler

Tabelle D.7: Mittelwerte und Standardabweichungen fiir die experimentelle Analyse
der Rosenbrock-Funktion im Vektorfeld 2

V2 | none
iw expl 0 20 40 80 160 320 -
opt
0.3 5 11714.94 £28482.11 2908.01 & 13826.49 89.87 4 806.54 10019.81 £99496.81  10174.88 +-99486.75  20641.92 +139943.44 109070.41 + 260839.96
10 3706.39 + 5492.76 214.76 £+ 706.65 0.58 +3.86 215+14.12 3.36 +25.94 25.48 4+ 100.21 2551.53 + 5145.87
15 2513.77 £ 4068.64 147.72 £702.00 1.70 £ 15.14 0.10 £0.40 022+1.17 15.31 £ 66.81 1128.19 £ 3025.24
20 1290.17 +1750.29 26.55+110.68 0.12+0.16 021 £1.59 0.04 £0.10 0.58 +4.96 304.72 £ 817.42
30 482.57 4+ 955.27 6.41 +29.08 0.26 +£1.93 0.03 £0.07 0.03£0.13 0.08 £0.21 66.82 +278.21
0.4 5 9984.18 +-14320.53  799.69 & 1988.26 7.83 £45.97 10005.89 + 99498.16 53.82 4-305.44 20480.34 & 13994442 74296.55 £ 209739.09
10 2753.72 + 3963.88 217.33 £1134.67 042+£1.17 0.12£0.21 0.08+0.17 28.52 +137.99 3167.95 + 17985.30
15 1607.99 4 2206.62 55.74 + 251.26 0.59 £3.52 0.07 £0.12 0.14 £0.57 1.13+£10.29 513.97 4 1564.74
20 1168.74 +-1778.73 29.17 £217.77 0.11+£0.21 0.05+£0.11 0.05+0.18 0.34 £2.59 158.58 4+ 619.59
30 574.70 4 920.46 4.80 +25.19 0.06 £0.11 0.01£0.03 0.03+0.12 0.03 £0.09 1.12+4.16
0.6 5 14299.54 £29718.29  796.43 £3021.93  10000.91 +99498.65 41962.24 + 196529.90 1.65+7.09 20030.78 +139995.78  47624.33 + 182824.57
10 4784.86 + 9880.65 208.46 +1384.15 0.25+0.57 0.10£0.15 0.11£0.41 0.14+0.30 1740.35 £ 4804.13
15 1782.78 4 2541.33 57.18 + 366.94 0.15+0.19 0.06 +0.09 0.03 £0.08 0.07 +0.19 180.95 + 1022.97
20 984.82 + 2513.60 13.92 4 102.62 0.09 £0.14 0.04 £0.06 0.03 £0.07 0.10 £0.35 9.40 + 88.98
30 533.92 £ 876.61 120+7.34 0.05 £ 0.08 0.02 £0.03 0.01£0.02 0.03 £0.11 0.32 £0.62
0.8 5 9521.124-17945.50  547.97 +2359.51  10001.03 +99498.64  10000.20 = 99498.72  30000.17 4 170587.19  20000.44 & 139999.94  46631.20 £ 195424.08
10 3813.86 + 5433.58 20.39 +166.97 0.29 £ 0.61 0.11+£0.17 10000.07 + 99498.74 0.16 £0.35 166.60 + 843.37
15 1934.54 4 3482.07 14.00 £124.53 0.09 £0.12 0.05+£0.11 0.02 £0.08 0.04+0.11 0.35+£0.80
20 1138.36 +1691.30 18.33 +£159.00 0.10+0.18 0.03 £0.04 0.01 £0.02 0.05+0.24 0.15+£048
30 613.35 £ 1173.77 1.97 £16.48 0.04 £ 0.06 0.02 £0.06 0.00 £0.01 0.01£0.10 0.21 £0.65
1.0 5 11266.22 + 20663.68  1318.41 4 6425.85 7.89 & 62.84 0.35 £ 1.02 10000.15 £ 99498.73 1.98 £17.64 35537.19 £ 167647.32
10 2822.02 + 4668.32 11.33 £ 76.06 0.23 £0.29 0.124£0.24 0.06 +0.13 0.07 £0.29 10000.44 + 99498.70
15 1480.82 4 2333.30 32.76 +223.75 0.12+£0.16 0.07 £0.11 0.01£0.03 0.03+£0.13 0.28 +0.80
20 1010.38 4 1605.95 0.56 & 1.56 0.09 £0.14 0.04 £ 0.07 0.01£0.03 0.02 £0.10 0.08 +0.32
30 797.20 £ 1529.68 0.23+0.35 0.06 £0.11 0.02 £ 0.06 0.00 £ 0.01 0.01 £0.04 0.04+0.23
Tabelle D.8: Mittelwerte und Standardabweichungen fiir die experimentelle Analyse
der Rosenbrock-Funktion im Vektorfeld 3
V3 | none
iw expl 0 20 40 80 160 320 -
opt
0.3 5 32177.55 +139692.53 30755.05 4+ 139714.93  15376.17 + 62759.64  23669.26 +105713.30 37220.85 +169790.98  3322.34 +17576.02  76366.27 + 220897.28
10 2981.72 + 8420.88 2367.91 + 7703.60 2826.30 + 8098.89 1412.15 4 5353.11 583.45 4 3919.77 26.20 +131.82 3940.16 + 10801.93
15 2107.62 = 6974.24 1650.67 4 6254.08 226.33 £ 1582.47 257.96 & 2547.08 225.38 4-2238.78 0.14 £0.40 1029.55 4 2589.23
20 803.42 = 4951.09 405.29 £ 2830.14 198.96 +1949.99 137 £3.12 0.33+0.72 0.09 £0.23 373.34 £ 948.71
30 4.81+4.86 2.73+226 1.81+£212 0.69 & 1.04 0.19+0.39 0.03 £0.07 155.07 £ 978.94
0.4 5 24353.43 £100002.29 22991.254100176.54 33409.24 +139121.12 21348.23 +103448.45 18241.32 £101774.71 3331.08 +9371.28 59644.85 +196591.39
10 3277.37 +8950.02 3400.61 + 8868.68 1144.84 + 6140.04 2533.40 4 8142.34 617.41 4 3075.70 377.04 £ 3592.88 12304.96 + 99453.43
15 920.42 + 4603.86 801.39 £ 4578.03 316.03 £+ 2197.77 226.67 +2238.66 145.91 + 1447.56 0.10+0.34 553.93 £ 2097.67
20 368.58 & 2601.12 365.83 £ 2539.35 223 +246 89.12 +874.27 0.29 £1.07 0.04 +£0.10 228.32 4+ 842.15
30 4.15+3.59 2.77 +£3.34 97.37 +954.14 0.70 £0.94 0.19 £0.51 0.03 +0.08 14.12 +93.45
0.6 5 17799.05 + 61863.01  25863.15 £ 115762.70 ~ 20743.39 £ 99968.01  10481.40 4- 18184.67  25742.25 £ 140659.39  20976.52 + 139943.62  39177.25 4 170531.02
10 3449.83 + 8925.53 3290.77 £ 9398.83 1576.50 4 6120.60 1608.32 + 6843.27 1137.46 + 5787.50 3.01£27.66 1751.10 4 4107.90
15 2026.25 + 6750.00 1316.61 4 5313.24 636.35 + 3444.26 291.29 + 2875.30 0.34+0.76 0.06 £0.10 269.87 £ 1084.96
20 453.34 4+ 3428.92 449.24 +3429.41 33.90 +313.72 119.30 £1178.35 0.25+0.43 0.08 +0.34 2.80+13.86
30 4.09 £4.83 1.97+1.75 1.50+1.71 0.71 £1.08 0.11+£0.19 0.04+0.16 0.14 £ 0.44
0.8 5 36157.87 +146330.06  34450.51 4 146506.74 30019.30 & 140313.63  15977.16 +-58821.61  6873.03 +18554.97  21615.29 +139922.80 77997.81 + 247090.99
10 5417.65 + 11862.25 4839.38 + 11554.90 1822.69 4 6395.80 2273.29 4 7839.21 0.57 £0.96 537.97 4 3885.96 349.85 £ 2382.94
15 1254.02 4 5947.79 643.24 +3182.34 645.34 £ 3822.18 724.63 + 4263.77 80.86 4= 800.50 0.12+£0.33 1.76 £13.85
20 868.40 = 4396.10 247.03 £ 2419.05 227 £275 121 +£267 0.21+0.49 0.04 £ 0.06 0.30 £0.63
30 125.32 +1192.15 2.84 £2.58 135+1.42 0.57 £+ 0.86 0.114£0.27 0.01 £0.03 0.12£0.45
1.0 5 12710.59 £18863.09  12751.53 £19444.39  22212.70 £99922.73  31263.91 £ 126752.34  13928.86 +99595.42  32024.01 £ 170764.29 21711.04 £+ 139860.18
10 3375.54 +8247.71 2597.36 + 7301.79 2926.65 + 8584.70 1618.08 £ 6299.08 674.54 4 4299.40 0.12+0.27 0.21 +£0.59
15 2346.73 £ 8012.50 1195.23 4 5442.06 198.80 £ 1949.90 105.24 +1026.53 0.36 £0.81 0.04 +£0.07 0.21 £0.74
20 486.85 1 3373.38 259.51 £ 2546.92 123.83 +1203.66 0.97 £1.40 0.16 £0.27 0.08 +0.42 0.13+£0.39
30 3.98 +£3.59 3.74+737 7.76 + 60.44 0.67 +£1.02 0.14 £0.29 0.02 +0.03 0.00 +0.04
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D Mittlerer Fehler

Tabelle D.9: Mittelwerte und Standardabweichungen fiir die experimentelle Analyse
der Rosenbrock-Funktion im Vektorfeld 4

V4 | none
iw expl 0 20 40 80 160 320 -
opt
0.3 5 38791.65 + 169524.56 36915.47 +169669.19  5858.84 + 7688.61 25765.68 + 139397.98  58200.55 + 216366.67 29450.68 + 142233.10 56099.53 + 178735.97
10 3269.56 + 4937.85 2376.08 £ 3430.18 2287.74 + 4350.69 1232293 £99359.01  12856.66 £99328.59  12732.41 +99346.17  5297.07 + 14840.48
15 1862.07 & 4098.17 1477.63 4 3092.43 630.29 £ 1321.05 607.47 +1439.53 1275.00 £ 2366.43 1084.13 & 2564.98 1253.05 4 2800.49
20 882.14 +2391.33 616.25 £ 1656.01 476.70 £ 1199.75 295.15 £ 932.56 368.35 + 1195.86 267.67 +707.05 602.07 £ 2736.49
30 139.45 + 473.67 117.47 + 647.82 38.72+172.19 91.43 +354.61 144.99 + 467.47 120.20 + 629.32 67.62 & 465.86
0.4 5 40059.60 +169352.55 37372.87 4-169603.19 25745.03 4 139553.95 25866.49 + 139669.16 60620.84 + 217757.47 43001.16 + 176568.72  68694.83 + 198355.13
10 14095.57 +£99303.61  13019.92 + 99300.62 1722.86 + 2561.62 1990.46 + 3754.68 2481.63 + 4650.84 1715.52 + 3435.88 13403.41 + 99397.37
15 1389.61 + 2665.95 10879.60 + 99431.36 1016.76 + 2333.13 801.26 + 1583.43 657.93 4+ 1832.51 824.29 + 2193.84 10575.84 + 99464.18
20 1224.44 4+ 3005.45 868.98 +2115.21 402.28 + 1354.19 303.75 £ 952.52 232.81 +£768.74 341.85 4+ 915.29 375.30 = 1474.47
30 329.58 + 886.05 194.86 + 581.50 148.91 + 796.33 95.30 + 360.00 206.54 + 785.81 22.36 + 115.05 35.73 +169.41
0.6 5 46092.40 +194949.63  44486.07 +195176.05 33665.48 & 170020.80 10017.75 4-50432.87  56755.42 £ 216884.87 36260.11 £ 169706.76 59256.87 + 204584.94
10 2185.69 + 4532.92 1589.27 4 2955.37 1670.70 4+ 3180.18 1014.52 4 2530.15 1658.39 £ 3565.71 1714.50 & 5295.06 1105.94 & 3509.17
15 1214.20 + 2598.25 732.69 +1781.51 526.00 + 1479.58 407.15 +1289.46 302.16 + 1252.55 500.10 4 1522.78 142.58 +790.46
20 426.52 +1220.71 285.94 +1141.01 95.50 + 434.65 57.87 +340.59 43.02 +254.76 43.69 + 240.96 9.54 +53.88
30 151.36 + 549.33 52.65 4 280.10 104.85 =+ 705.05 9.20 +91.21 4.09 +32.20 1.59 +15.20 0.28 +0.68
0.8 5 70447.73 +237727.33  64734.13 +236396.82 34743.26 +169958.62 33576.18 + 170068.63 42950.58 4+ 195426.22 57457.60 4+ 218216.06 71562.36 -+ 245688.53
10 1881.19 + 3257.66 1019.58 + 1894.50 760.36 + 2138.27 648.24 + 1875.75 368.04 + 1260.67 625.92 + 2027.55 120.09 + 534.86
15 1320.35 4 3546.48 395.37 £1271.07 111.57 £ 532.09 96.02 +494.56 102.64 + 464.41 0.23+1.35 0.43+0.87
20 313.48 £1179.51 55.24 4 241.59 93.47 4+ 578.36 7.31+£43.70 0.62 £5.10 0.11+£0.41 0.32+0.76
30 18.98 £ 118.45 32.93 +230.25 0.66 £ 6.51 0.02+£0.19 0.01 £0.08 0.02+0.19 0.17 £0.46
1.0 5 56829.97 +216711.96 53411.73 4-217298.25 32503.61 4 170210.46 52110.27 £ 217491.02 21913.04 £ 139813.25 42349.90 + 195554.60 52899.28 + 217434.83
10 1422.97 4 2745.82 579.87 £ 1563.19 562.04 + 2053.85 85.63 + 446.23 1.60 +10.79 65.35 + 460.21 0.38 +0.84
15 287.17 +£1087.77 20.68 4 130.82 18.79 + 147.01 0.03+0.17 0.08 £0.33 0.10 +0.41 0.14 +0.44
20 3.90 +30.97 0.01 +0.02 0.01+0.01 0.02+0.17 0.05+0.22 0.01 +0.05 0.15+0.49
30 0.00 + 0.00 0.00 + 0.00 0.00 + 0.00 0.00 + 0.00 0.00 +0.03 0.02+0.11 0.02+0.17
Tabelle D.10: Mittelwerte und Standardabweichungen fiir die experimentelle Analy-
se der Rosenbrock-Funktion im Vektorfeld 5
V5 | none
iw expl 0 20 40 80 160 320 -
opt
0.3 5 23991.67 +47875.39  5879.12 +16325.50 5369.14 £11687.50  14246.19 £99791.06 14243.96 +-99685.00 12974.96 +99614.20 85941.81 4 227595.24
10 5678.83 +11112.57  1511.13 +4091.73 919.49 +2011.20 1222.58 + 3448.49 376.82 +1376.88 154.03 + 1478.24 16523.11 + 96079.43
15 2827.46 + 6332.74 578.30 4 1431.59 505.50 + 1222.71 178.16 + 605.78 37.58 4-233.55 4.47 +30.68 1481.90 + 4592.27
20 1576.69 + 3377.27 506.21 4+ 1695.86 203.11 4 759.94 52.82 4 205.33 20.50 + 99.65 0.23 +1.55 389.35 4+ 1071.26
30 561.40 + 1590.46 37.14 4+ 142.16 117.27 £ 512.19 39.80 4+ 199.20 0.35 +0.74 0.15+0.86 65.05 + 374.73
0.4 5 24839.28 +51839.76  7099.73 £+ 14058.94  8872.82 £36232.06  3186.35 4 10180.57 2616.91 £6086.08  22750.44 4 139826.42  75650.62 + 208020.32
10 3504.47 + 7668.88 580.74 +1292.24 844.33 £ 2320.35 871.50 4 2334.60 307.41 £ 1205.16 18.24 £163.30 2335.92 +£11096.29
15 1711.36 4 2849.32 450.12 +1578.58 369.58 + 1205.47 224.39 £ 631.69 69.94 4 267.54 0.30 +0.97 463.71 +1291.59
20 1203.06 + 2256.50 276.56 £ 1001.72 235.92 4 860.75 68.00 & 328.15 17.19 £70.50 0.11+0.25 143.91 £ 536.98
30 368.93 £ 758.41 40.92 +171.36 13.59 4 53.81 15.46 £ 88.51 4.88 +£33.48 0.44 +4.04 11.35 + 82.52
0.6 5 17081.25 4 27442.88 5813.87 +13413.60 6171.47 +12532.82  23387.76 4 140019.36  1406.72 £ 5228.49  21915.71 4 139904.08 69986.58 -+ 224918.41
10 7375.53 £14396.21  1048.75+2648.87  1222.52 +2674.23 42223 4 1426.44 26.43 +112.38 212.36 + 2087.66 1010.32 4 2530.53
15 1783.22 + 3376.77 308.24 4+ 1000.94 317.03 + 827.62 104.45 + 284.08 12.61 £88.20 0.12+0.39 47.53 +293.03
20 1026.30 4 2138.78 135.82 +489.48 117.71 £ 390.42 35.54 +211.28 10.65 £ 51.42 0.05+0.14 11.85+78.91
30 878.68 £ 2423.38 71.61 4 238.85 7.62+27.94 38.02 4 339.50 0.24 £0.89 0.03 +£0.09 0.13 +£0.44
08 5 1972472 £ 43622.11 740631 £24856.39 1474921 = 9949881  2832.58 = 840411 279643 £ 836117 _ 11904.33 £ 99524.83 4635320 + 195786.25
10 5083.03 + 9787.98 982.24 4 2883.51 435.18 4+ 1502.40 494.38 +1691.76 193.43 +1227.73 6.04 +£41.78 58.86 4 353.90
15 2672.07 + 5539.09 429.49 4 2022.08 246.00 & 871.31 65.60 4 260.10 19.96 + 100.57 7.89 £75.93 0.36 +0.86
20 986.61 + 2376.51 391.15 4 1884.94 144.30 + 645.81 21.03 +174.04 7.08 +42.11 0.04 +0.12 0.34+0.76
30 322.90 + 809.58 12.04 +59.40 17.40 +121.41 35.85 4 323.23 0.17 +0.44 0.04+0.11 0.15+0.52
1.0 5 8767.45+£13366.22 3878.28 10648.25 13717.90 £99893.51  12211.42 4 99446.92 2186.42 +6230.92  21654.49 £139927.14 16305.77 £ 114354.29
10 3937.63 £+ 7920.83 602.85 + 1849.51 1087.57 4+ 5410.61 348.74 +1339.93 47.19 +207.52 9.30 £91.10 0.30 £0.74
15 2775.69 £ 5970.28 369.68 4 1239.43 231.60 £ 1004.21 191.10 £ 660.54 277 £17.53 0.39 £3.26 0.19 £0.56
20 1131.47 £2151.81 135.61 £477.54 180.24 £ 981.53 25.61 4+ 162.58 0.29 £0.69 0.05+0.09 0.07 £0.30
30 517.34 +£1475.11 171.15 £ 1441.18 8.58 + 48.68 0.24 £0.64 0.32 +1.50 0.01 +0.03 0.03+0.16
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D Mittlerer Fehler

Tabelle D.11: Mittelwerte und Standardabweichungen fiir die experimentelle Analy-
se der Ackley-Funktion im Vektorfeld 1

N [ none
iw expl 0 20 40 80 160 320 -
opt
0.3 5 11.66 £5.08 11.06+£5.16 9.67+4.98 7.16+£514 4.68+£4.58 4.024+548 10.37+5.64
10 8.21+447 786+454 7.07+423 3.64+£304 191+£206 1.60+254 6.11+£4.87
15 743+433 631+378 476+£358 262+1.83 123+1.09 070+1.82 4.58+4.53
20 6.16 £3.59 538+347 420£3.14 210+1.71 1.094+140 0284055 3.03+3.47
30 463+282 3824234 278+£201 182+1.69 087+1.11 0.10£0.16 1.274+232
0.4 5 11.61+4.23 10.77+£459 8871521 683486 4.69+£501 375+513 9.62+£4.89
10 8.03+445 7.15+436 5154351 3.83+£276 1.84+260 15043.23 5.45+£539
15 6.88+4.01 6.09+£395 4154298 253+£202 1.20+£1.32 057+1.39 3.76+£4.15
20 5414336 494+£327 3944264 197+£173 080+£093 0344069 2.14+£323
30 4.894+3.00 423+281 2864203 1.88+135 0.67+0.77 0194039 1.52+2.60
0.6 5 11.50+523 10.75+£520 926+4.89 6.17+514 4.06+483 3.44+531 9.58+£5.68
10 786+422 717+4.17 633+£410 330+£3.26 161+1.83 076+1.79 4.20+4.66
15 6.94+406 612386 438+3.03 242+174 1.10£179 043+1.06 2.60=+4.06
20 6.31+£374 513£337 376+269 176142 094+£1.08 0.13+0.19 1.83+£327
30 479+283 4.07£262 3.07+230 1.71+£149 0.65+£0.73 0164026 0.23£1.28
0.8 5 11414440 10.57+448 8251524 574+486 4.00+£458 283+509 899+571
10 8474385 7.04+£401 5624416 3.36+£295 1.094+1.06 0364059 3.01+£4.22
15 739+424 6284413 375+£269 208+1.70 096+091 0.27+049 1.09+2.97
20 6.45+3.86 4.99+340 311+£249 173+140 0.76+0.83 021+035 0.33+155
30 494+£290 4144283 258+£2.05 136+1.16 048+0.55 0.14+0.23 0.0040.00
1.0 5 10.954+4.87 10.04+£5.33 8834527 534+£422 288+£380 141+3.03 6.78L£6.56
10 810+474 693+£449 5374397 246+£225 1.14+1.18 0534147 1.05£2.99
15 6844396 5851384 3.641+286 1.84+143 0824084 0304036 0.34£1.40
20 5624345 4.63+£329 3.074+227 151+£158 0.80+0.87 02140.34 0.00=£0.00
30 4844321 411+£285 2724189 121+£1.08 0.56+0.66 0.1140.19 0.00=£0.00
Tabelle D.12: Mittelwerte und Standardabweichungen fiir die experimentelle Analy-
se der Ackley-Funktion im Vektorfeld 2
V2 [ none
iw expl 0 20 40 80 160 320 -
opt
0.3 5 8.57+346 374+358 2.01+£287 212+3.03 349+3.76 550+£4.67 9.73+5.26
10 6.69+£3.31 256+270 0.73+£098 0.80+145 1.61+278 2.51£359 6.39+4.86
15 5464+299 159+1.65 042£0.60 0.64+£1.55 098208 1.34+£243 4014422
20 4754239 1254122 046+£0.78 0264080 037+1.12 0.88£215 3.0343.57
30 4214£215 0994093 035+£0.64 0124028 0064026 041+142 1.4042.32
0.4 5 912+£335 3.61+£325 1924241 203+3.06 3.71+422 5.01+514 9.284+583
10 6.95+£3.10 1.95+225 098+1.34 0.80+1.55 1.14+235 2234+338 6.57+4.80
15 558 +284 152+1.40 049+0.69 036+086 090+211 1.11+259 3.274+3.93
20 495+£285 121+£1.77 043+0.63 0294093 029+1.10 043+134 2534371
30 4124230 113+141 029+035 0.19+0.64 0.08+0.36 0.30+£0.95 1.074248
0.6 5 8.80+3.59 337+277 144+£218 1.064+2.06 223+333 514£531 9.87+537
10 6.814+3.05 1.67+1.88 0.59+£0.62 0404094 0.89+223 1.27+£289 4974546
15 5.67+266 124+1.07 044+£046 020+£0.31 035+1.63 047 £1.66 22043.64
20 464+242 097+096 0.34+£039 014£025 0.12+050 028+128 0.734+1.96
30 3.64+215 080+0.77 023+£027 0.13+£0.18 0.03+0.05 0.01+£0.01 0284135
08 5 S84+338 280267 098+085 0931192 1155230 269439 8.10+594
10 707 £291 1.66+143 0.68+0.70 033+£0.83 023095 0644213 3.00+4.56
15 5864267 119+121 047£052 021£0.34 0.05+0.06 0.07£0.36 1.6543.58
20 4.69+227 091+087 041+£045 0.18+0.23 0.10+049 0.04£026 020+1.05
30 4254224 071+0.74 027£029 0114012 0.034+0.05 0.01£0.02 0.0740.68
1.0 5 887+£3.51 251+£217 1124091 056+056 059+154 1.15+3.04 7.69+6.51
10 7.024+£280 1.51+139 0.67+0.65 0.39+047 0.12+£0.21 0.08+0.36 0.93+2.57
15 5594265 1.05+1.00 044050 0.19+£024 0.07+0.11 0.03+£0.05 0.16+1.37
20 4954267 1.05+0.89 0.37+£034 0.17+£0.24 0.05+0.07 0.01£0.02 0.00+0.00
30 420+£223 081+0.79 024+£025 0.09+0.13 0.03+0.07 0.01£0.04 0.00£0.00
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D Mittlerer Fehler

Tabelle D.13: Mittelwerte und Standardabweichungen fiir die experimentelle Analy-
se der Ackley-Funktion im Vektorfeld 3

V3 H none
iw expl 0 20 40 80 160 320 -
opt
0.3 5 9.86 £494 9.02+537 724+£530 5854586 3.86+528 2.34+£4.63 11.20+531
10 6.65+401 511+3.74 3.92+£228 203+1.37 098+1.85 0.31+£043 6.53+525
15 507+£196 371+£196 293+179 1.90+193 0.754+0.79 0.12+0.14 3.85+4.20
20 4414223 3524207 273+£221 1.29+1.04 053+£057 0.16+£0.21 3.09+3.55
30 3.69+172 280+1.69 1904157 1224+1.04 045+054 0.10+0.15 1.50+2.41
0.4 5 8.89£478 781%x512 723+£548 520+£528 3124499 1.64+£385 9.71+571
10 594+£330 479+315 321£207 211£207 1.11+190 027£039 504526
15 4994203 377181 3.024+145 174+128 0.67+£0.73 0234042 3.55+£3.97
20 4434206 3.37+£216 2484138 143+121 052+£055 0184023 228+348
30 333+£160 250+142 1.78+132 1.18+1.06 0424054 010£0.11 0.87+1.89
0.6 5 8.63 452 780+476 6.99+£561 486+515 3.26+500 2.53+£503 939546
10 6.01+£276 4.85+3.13 4.18+347 2184209 0.82+087 042+134 445+492
15 519+£191 378+194 261+145 1.68+126 061+0.63 0.19+021 278+3.81
20 4414203 313£188 2564149 129+1.16 044+£048 0154019 1.16+£2.86
30 350£1.69 259+150 1.91+£144 1.15+£1.06 0344039 0.11£0.13 0.16%0.73
0.8 5 8.63+447 7.06+452 582+£500 5324528 249+416 213+£476 722+6.18
10 572+£3.02 436+252 3.67+£338 2144121 113+1.88 019+£026 414+533
15 517+£260 3484219 2714139 1514+125 070+0.66 0.21+£021 0.66+2.42
20 4444221 318+1.66 229+148 127+1.06 044+047 0.19+£024 031+1.16
30 335+1.60 246+1.53 1.96+137 1.144+1.07 0.39+040 0.13£0.15 0.00=£0.00
1.0 5 10.05+£4.78 871+520 6.95£536 3.68+3.83 3.16+525 1.24+£342 7.36%6.46
10 6.14£297 4.66+3.04 385+£298 2.07+£198 093+0.79 030+£032 1294331
15 4964204 345+£176 2564171 1554195 071£071 0254024 0.33+£1.44
20 4224200 312+161 2294123 147+1.12 053+£049 0.1940.32 0.00£0.00
30 348+181 258+145 1.69+134 1.064+1.00 0314038 0.12£0.14 0.00+0.00
Tabelle D.14: Mittelwerte und Standardabweichungen fiir die experimentelle Analy-
se der Ackley-Funktion im Vektorfeld 4
V4 [ none
iw expl 0 20 40 80 160 320 -
opt
03 5 9.93+5.33 10.05+£5.64 8574538 9.59+6.01 894+561 8.60+549 10.95+5.50
10 549+411 540+£430 5794482 517+489 491£509 527+496 5.69+4.90
15 4.04+£3.32 350+£343 3754419 421432 2.84£3.67 299+394 3.68+3.90
20 2974311 270+£321 3224342 217+£272 2.03+£298 209+287 266 3.42
30 1.89+£223 1694207 1.70£244 1574+220 141+£205 1204242 1.69£251
04 5 9.62+570 950+£591 8164570 9.55+553 820+£572 10.32+580 10.15+5.67
10 565+4.69 528+458 4534456 525+483 5424533 534+535 5604488
15 418 +3.83 3494378 396+3.66 346+4.21 337+3.61 3.07+418 376+4.41
20 2.88+287 255+291 2404311 246+3.09 1.74+293 236+3.70 255+3.31
30 1.74+£195 1584+1.87 1.68+£245 1.08+1.99 1.08+204 0724159 0.89+£181
0.6 5 8.03£571 7874574 882+£589 7324594 861+£597 9274590 832+6.11
10 4.83+4.66 4.67+480 5014477 385+442 4464535 430+£490 4564536
15 333+£354 3134356 258+£3.62 2294328 2024382 2294382 244+£397
20 233+£295 1814255 1.83+£287 159+292 054+1.62 081+186 121+275
30 136+1.75 091+151 1.02+1.66 053+1.35 053+1.62 0.24+0.93 0.13+0.65
0.8 5 8.02+£571 7594565 716601 846+6.32 632+640 6.66+586 8.95+581
10 4.63+4.39 350+£458 3474474 3.16+£425 3.02+£437 268+452 3344483
15 263+£359 206+£340 1474313 149+317 144+£322 1.04+3.00 0914248
20 155+£277 1184238 075£1.69 062+1.79 029+122 0404183 0.12£0.73
30 063+175 0544151 0.31£120 0.04+0.03 005+026 0.0940.55 0.00=£0.00
1.0 5 6.88+6.03 621+£577 640+6.15 536+6.12 534+6.12 5484627 6.76+6.34
10 334+464 2224386 156+3.31 140+£3.29 1.10£3.13 1.17+324 137+3.65
15 176 2354 124+£338 0444+130 025+132 023+126 0.02+0.03 0.18+£1.59
20 051176 0364139 0.15£059 0.07+021 0.04+0.05 0.0140.02 0.00=£0.00
30 0.09+£026 0.074+0.26 0.07£0.26 0.04+0.04 0.02+0.03 0.0140.02 0.00=£0.00
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D Mittlerer Fehler

Tabelle D.15: Mittelwerte und Standardabweichungen fiir die experimentelle Analy-
se der Ackley-Funktion im Vektorfeld 5

V5 [ none
iw expl 0 20 40 80 160 320 -
opt

03 5 8611392 3961288 3/8+1298 422+350 3.02+302 254+400 10.49+502
10 5844299 2454202 219+154 204+185 1574195 0.85+151 562+501
15 468+238 1694139 1724157 1704175 1.00+1.15 034+086 3.27+3.84
20 4744250 199+174 156+137 127+114 087+119 038+076 3.04+3.63
30 360+211 1514137 118+114 099+1.08 0504067 0.14+040 1.71+261

04 5 852+382 407317 3391336 3781363 331L328 250398 0821533
10 6024341 2444208 207+178 209+178 178+183 0.69+146 535+502
15 5114289 204+173 163+125 145+148 1.04+121 0.38+086 3.84+451
20 4614256 1824144 133+1.03 1314142 0.83+1.05 0124038 2834356
30 3494172 1154121 115+127 0.84+0.88 0544072 0.08+0.17 092+186

0.6 5 9.09+£372 311+215 330+£270 305+275 234+t214 205+374 10.11+563
10 6774334 2174206 206171 170+£131 1304165 0404069 5224522
15 5094292 1804197 1324126 1234126 0784091 0244049 288441
20 4544245 1644142 1214107 1204117 0724116 0194046 1184261
30 3594181 1094128 1014100 0.68+080 048+0.81 0084014 022+126

0.8 5 9151402 344+311 345+3.14 271+291 214+241 152+336 928+574
10 6674300 1.89+1.69 1994201 155+1.14 1024106 0.37+0.68 3.63+544
15 5004295 1464129 1184112 114+111 0654075 0314059 1.05+278
20 408+241 1304138 118+127 0924102 047+058 023+046 020+1.08
30 3714210 1164129 080092 0.70+0.66 0414065 0.07+0.10 0.00+0.00

1.0 5 8231406 3.12+266 256+200 239+189 175+224 0.67+088 614+ 641
10 6124332 1.69+1.69 166+1.67 150+142 0924109 0.37+050 0.97+3.00
15 5364296 1.53+1.67 1.09+099 1.16+097 0.65+074 0214028 0.10+1.02
20 427+254 1094127 097+1.02 0784076 052+058 0.14+0.16 0.00+0.00
30 3454195 1024110 071+069 059+070 0404042 0.12+0.24 0.00+0.00
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